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Wstęp

W1965 roku R.J. Aumann w pracy [5] zaproponował definicję całki z odwzorowania

wielowartościowego F , bazując na teorii całki Lebesgue’a. Definicja wprowadzona

przez niego określała tę całkę jako zbiór jednowartościowych całek z selektorów

odwzorowania F . Badaniem jej własności zajmowali się m.in. G. Debreu [11], C.

Castaing [8], F.S. De Blasi i A. Lasota [12], R. Datko [10], Z. Artstein [2], A.

Fryszkowski [14, 15], M. Kisielewicz [24].

Naturalnym problemem wydaje się więc uogólnienie idei R.J. Aumanna na

przypadek wielowartościowych całek stochastycznych. W rozprawie badane są dwa

typy wielowartościowych całek stochastycznych. Pierwszy z nich jest rozszerzeniem

idei zaproponowanej przez K. Itô w 1944 roku, ([19, 20]), drugi natomiast dotyczy

całki stochastycznej wprowadzonej przez R.L. Stratonowicza w 1964 roku, ([36]).

Dotychczas rozważano głównie wielowartościowe całki stochastyczne typu Itô wzglę-

dem procesu Wienera (B. Boscan [7], B.D. Gelman i J.S. Gliklikh [16], M. Kisie-

lewicz [22]) i procesu Poissona (M. Kisielewicz [23]). Własności selekcyjne wielo-

wartościowej całki typu Itô względem semimartyngału można znaleźć w pracy J.

Motyla, [30]. W pracy M. Michty, [27], rozpatrywano wielowartościowe całki sto-

chastyczne typu Itô z jednowartościowego procesu względem wielowartościowego

semimartyngału.

Wielowartościowa całka stochastyczna typu Stratonowicza była dotychczas roz-

ważana w pracach A. Góralczyk, M. Michty i J. Motyla, [17, 28]. Pierwsza z nich

dotyczyła całki względem procesu Wienera, natomiast druga całki względem semi-

martyngału.
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Przedmiotem badań zawartych w rozprawie są własności wielowartościowych

całek stochastycznych typu Itô i Stratonowicza względem semimartyngału.

Rozprawa składa się z czterech rozdziałów.

W rozdziale pierwszym zawarto podstawowe definicje i własności wykorzystane

w dalszej części rozprawy.

W rozdziale drugim omówiona została wielowartościowa całka stochastyczna

typu Itô i jej własności oraz własności zbioru selektorów całkowalnych w sensie

Itô względem semimartyngału. Stanowią one uogólnienie znanych dotąd twierdzeń

dotyczących własności wielowartościowej całki typu Itô względem procesu Wienera

i procesu Poissona uzyskanych przez M. Kisielewicza w pracach [22, 23]. Wyniki

prezentowane w tym rozdziale dotyczą własności zbioru selektorów całkowalnych

względem semimartyngału i ich związku z własnościami całki wielowartościowej.

Zasadniczymi rezultatami są twierdzenia o przechodzeniu z funkcją ”distans” i

odległością Hausdorffa pod znak całki dla rozważanej wielowartościowej całki sto-

chastycznej typu Itô. Wyniki zamieszczone w tym rozdziale zostały opublikowane

w pracy [31].

W rozdziale trzecim badana jest wielowartościowa całka stochastyczna typu

Stratonowicza. Jedynymi znanymi mi wynikami dotyczącymi takiej całki są prace

[17, 28]. Autorzy rozważali w nich wielowartościowe całki względem procesu Wie-

nera oraz względem semimartyngału. Całka prezentowana w rozprawie jest zde-

finiowana w inny sposób niż we wspomnianych wyżej pracach. Do jej definicji

wykorzystano ideę konstrukcji całek forward i backward zapropowanych przez F.

Russo i P. Vallois w pracach [34, 35] oraz wraz z M. Errami w pracy [13]. Naj-

ważniejszym wynikiem tego rozdziału jest twierdzenie aproksymacyjne dla wielo-

wartościowej całki stochastycznej typu Stratonowicza względem semimartyngału.

Wyniki przedstawione w tym rozdziale stanowią treść pracy [32].

W rozdziale czwartym zastosowano niektóre z otrzymanych wyników do teorii

inkluzji stochastycznych.

Przedmiotem badań omówionych w tym rozdziale jest zbiór rozwiązań inkluzji
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stochastycznych typu Itô. W prezentowanych twierdzeniach pokazano własności

tego zbioru dla inkluzji typu Itô względem semimartyngału. Stanowią one uogólnie-

nie wyników M. Kisielewicza, który w pracy [22] badał własności zbioru rozwiązań

inkluzji stochastycznej typu Itô względem procesu Wienera i Poissona.

W drugiej części tego rozdziału udowodnione zostało twierdzenie selekcyjne dla

wielowartościowej całki stochastycznej typu Stratonowicza.

Jest ono stochastycznym odpowiednikiem własności całki Aumanna, znanej

jako Lemat o Reprezentacji Całkowej, ([3] Lemat 2.1.1). Twierdzenie selekcyjne

tego typu zostało po raz pierwszy udowodnione przez A. Fryszkowskiego w pracy

[15], gdzie przedmiotem badań była całka Aumanna z multifunkcji dekomponowal-

nej. M. Kisielewicz w pracy [23] rozważał podobny problem selekcyjny dla wie-

lowartościowej całki typu Itô względem procesu Wienera i Poissona, a J. Motyl,

([30]), dla całki typu Itô względem semimartyngału.

Twierdzenie to stanowi pierwszy krok w kierunku badań zbioru rozwiązań

inkluzji stochastycznych typu Stratonowicza. Dzięki niemu otrzymujemy równo-

ważność dwóch podejść do definicji mocnych rozwiązań inkluzji stochastycznej typu

Stratonowicza.

Tezy zamieszczone w tym rozdziale nie były dotąd publikowane.
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Rozdział 1

Założenia i podstawowe definicje

W rozdziale tym przedstawione zostaną podstawowe oznaczenia, założenia, definicje

i własności wykorzystywane w dalszej części rozprawy.

W całej rozprawie zastosowano następujące oznaczenia:

f, g, h – funkcje oraz procesy jednowartościowe,

F, G – multifunkcje oraz procesy wielowartościowe,

M – jednowymiarowy martyngał,

Z – jednowymiarowy semimartyngał,

A – jednowymiarowy proces o wahaniu ograniczonym.

Normy użyte w rozprawie są oznaczone w zależności od przestrzeni, na której

są określone, np.: ‖ · ‖L2 , ‖ · ‖H2 , itp. Wyjątek stanowi norma, (euklidesowa), w

przestrzeni Rn oznaczana symbolem | · |.
Odległość Hausdorffa ”H” oraz funkcja distans ”dist” mają również indeksy zależne

od rodzaju przestrzeni, na której są określone: HL2 , HH2 , H oraz distL2 , distH2 , dist

oznaczają funkcje określone odpowiednio na przestrzeni L2, H2 oraz Rn.

W rozprawie zastosowano numerację obejmującą przedstawione definicje, twier-

dzenia, lematy oraz uwagi w zależności od kolejności występowania w rozdziałach.

Numeracja składa się z dwóch części: a.b, gdzie a oznacza numer rozdziału, nato-

miast b oznacza kolejny numer definicji, twierdzenia, lematu, bądź uwagi.
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Wzory numerowane są w podobny sposób.

Symbolem I będziemy oznaczać przedział domknięty [0, T ] w R+.

Przez 1IB oznaczamy funkcję charakterystyczną zbioru B: 1IB(t) = 1 dla t ∈ B oraz

1IB(t) = 0 dla t /∈ B.

Niech (Ω,F , F, P ) będzie zupełną przestrzenią probabilistyczną, gdzie F =

(Ft)t∈I oznacza filtrację spełniającą następujące warunki:

(i) F0 zawiera wszystkie zbiory miary P -zero z σ-algebry F ,
(ii) dla dowolnych t ∈ I, Ft =

⋂
u>tFu.

Zmienna losowa α : Ω → [0, T ] jest F–czasem zatrzymania, jeżeli zdarzenie

{α ≤ t} należy do σ-algebry Ft dla każdego t ∈ I.

Procesem stochastycznym x = (xt)t∈I na przestrzeni (Ω,F , P ) jest rodzina n-

wymiarowych zmiennych losowych xt : Ω → Rn, dla t ∈ I.

Proces x jest F–adaptowalnym procesem, jeżeli dla dowolnych t ∈ I zmienna

losowa xt jest Ft-mierzalna.

Przy ustalonym ω ∈ Ω, funkcję xt(ω) = x(t, ω), odwzorowującą przedział I w

Rn, nazywamy trajektorią procesu x.

Proces x jest procesem càdlàg, jeżeli ma prawie wszystkie trajektorie pra-

wostronnie ciągłe z lewostronnymi granicami. Proces x jest procesem càglàd, jeżeli

ma prawie wszystkie trajektorie lewostronnie ciągłe z prawostronnymi granicami.

Niech λ oznacza miarę Lebesgue’a na I. P(F) oznacza najmniejszą σ-algebrę

na I × Ω, ze względu na którą każdy F–adaptowalny proces càglàd jest mierzalny

względem miary produktowej λ ⊗ P . σ-algebra P(F) jest generowana przez klasę

podzbiorów z I × Ω postaci {0} × B0 oraz (s, t] × B, gdzie B0 ∈ F0 oraz B ∈ Fs

dla dowolnych s, t ∈ I, s < t.

Proces x jest F–przewidywalnym procesem, jeżeli x jest P(F)-mierzalny. Rodzina

wszystkich procesów tego typu jest oznaczana symbolem P .

Dla zmiennej losowej x, symbolem E(x) = Ex będziemy oznaczać wartość

oczekiwaną zmiennej x.

Dla pod- σ-algebry G ⊂ F oraz zmiennej losowej x, E(x|G) oznaczać będzie
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warukową wartość oczekiwaną zmiennej x względem G.

Symbolem L2 = L2(Ω,F , P ; Rn) oznaczamy przestrzeń F -mierzalnych funkcji
x : Ω → Rn takich, że E(|x|2) < ∞. Przestrzeń tę rozważamy z normą ‖x‖L2 =

(E(|x|2))1/2.

F–adaptowalny proces M o wartościach rzeczywistych nazywamy F–martynga-

łem, jeżeli

(i) E(|Mt|) < ∞, dla dowolnego t ∈ I,

(ii) jeżeli s < t, to E(Mt|Fs) = Ms prawie na pewno.

Ponieważ wszystkie F–martyngały mają prawostronnie ciągłe modyfikacje, bę-

dziemy zawsze zakładać, że rozpatrujemy ich prawostronnie ciągłą wersję. Za-

uważmy, że prawostronnie ciągły F–martyngał jest procesem càdlàg, (Wniosek 1 z

Twierdzenia I.2.9 z [33]).

Proces M nazywamy jednostajnie całkowalnym F–martyngałem, jeżeli M jest

F–martyngałem oraz zachodzi warunek limn→∞ supt∈I

∫
{|Mt|≥n} |Mt|dP = 0.

Proces M nazywamy F–martyngałem całkowalnym z kwadratem, jeżeli M jest

F–martyngałem oraz zachodzi warunek supt∈I E(M2
t ) < ∞.

Dla F–przewidywalnego procesu g oraz F–martyngału M , symbolem
∫

gdM =∫
gτdMτ = (

∫ t

0
gτdMτ )t∈I oznaczamy proces będący całką stochastyczną typu Itô

z procesu g względem F–martyngału M , (jego definicja i własności są omówione

między innymi w książce [33]).

SymbolemM2 oznaczamy przestrzeń F–martyngałów całkowalnych z kwadra-

tem M takich, że M0 = 0 prawie na pewno. Przestrzeń M2 będziemy rozważać

wraz z normą ‖M‖M2 = (EM2
T )

1
2 , gdzie MT =

∫ T

0
dMτ . Połóżmy także (M, N) =

E(MT ·NT ) dla M, N ∈M2. WtedyM2 jest przestrzenią Hilberta, ([33]).

NiechM ∈M2. Miarę µM na P(F), zwaną miarą Doléans-Dade, stowarzyszoną

z F–martyngałem M definiujemy w następujący sposób:

Niech (s, t] × B będzie ”prostokątem” w I × Ω, gdzie B ⊂ Ω jest Fs-mierzalnym

zbiorem oraz s < t. Definiujemy funkcję zbioru λM następująco

λM((s, t]×B) = E(1IB(Mt −Ms)
2)
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i rozszerzamy tę funkcję do jednoznacznej σ-skończonej miary µM na P(F), ([9]

Rozdział 2.4).

SymbolemM2
n będziemy oznaczać przestrzeń n-wymiarowych F–martyngałów

całkowalnych z kwadratem M = (M1, . . . ,Mn) takich, że dla i = 1, . . . , n, M i ∈
M2. Przestrzeń tę będziemy rozważać z normą

‖M‖M2
n

= (
∑n

i=1 ‖M‖2
M2)1/2.

Proces M− = (lims↑t Ms)t∈I oznacza wersję càglàd procesu M .

Dla danego procesu M ∈ M2 niech L2
M = {f ∈ P : E(

∫ T

0
|fτ |2d[M, M ]τ ) <

∞}, gdzie [M, M ] jest procesem wariancji kwadratowej postaci [M, M ] = M2 −
2
∫

M−dM orazM0− = 0. Przestrzeń L2
M będziemy rozważać wraz z normą ‖f‖L2

M
=

(
∫

I×Ω
|fτ |2dµM)

1
2 . Dla danych procesów M ∈ M2 i f ∈ L2

M zachodzi własność

izometrii, ([9] Rozdział 2.2)

‖
∫ T

0

fτdMτ‖2
M2

n
= E

∫ T

0

|fτ |2d[M, M ]τ =

∫
I×Ω

|fτ |2dµM = ‖f‖2
L2

M
. (1.1)

Definicja 1.1 ([33]) Ciąg procesów {xn}n≥1 zbiega do procesu x jednostajnie na

zbiorach zwartych według prawdopodobieństwa (w skrócie ’ucp’), jeżeli dla dowol-

nych t ∈ I, sup0≤s≤t |xn
s − xs| zbiega do 0 według prawdopodobieństwa.

Dla procesu x oraz F–czasu zatrzymania α symbolem xα oznaczamy proces

postaci xα
t = xt∧α = xt1I{t<α} + xα1I{t≥α}, dla t ∈ I.

Lokalnym F–martyngałem M na przestrzeni (Ω,F , F, P ) nazywamy F–adapto-

walny proces càdlàg, dla którego istnieje taki ciąg rosnących F–czasów zatrzymania

{αn}n≥1, limn→∞ αn = T prawie na pewno, że dla dowolnego n procesMt∧αn1I{αn>0}

jest jednostajnie całkowalnym F–martyngałem.

F–adaptowalny proces càdlàg A nazywamy FV–procesem, jeżeli ma prawie

wszystkie trajektorie o wahaniu ograniczonym na zbiorach zwartych.

F–adaptowalny proces càdlàg Z o wartościach rzeczywistych jest F–semimar-

tyngałem, jeżeli można go przedstawić w postaci sumy: Z = N + A, gdzie N

jest lokalnym F–martyngałem całkowalnym z kwadratem, natomiast A jest FV–

procesem, ([33] Twierdzenie III.1.1).
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Niech Z będzie F–semimartyngałem. Proces [Z,Z] = ([Z,Z]t)t∈I jest procesem

wariancji kwadratowej dla procesu Z. Jest on określony podobnie jak na stronie 4

rozprawy dla F–martyngału M .

Dla F–semimartyngału Z, niech LZ oznacza zbiór F–przewidywalnych procesów

x, całkowalnych względem Z, ([33]).

Zbiór K ⊂ LZ nazywamy F–dekomponowalnym, jeżeli dla dowolnych g, h ∈ K

oraz zbioru B ∈ P(F) zachodzi zależność: 1IBh + 1IDg ∈ K, gdzie D = (I ×Ω) \B.

Symbolem H2 oznaczamy przestrzeń F–semimartyngałów Z o skończonej nor-

mie H2, gdzie

‖Z‖H2 = ‖[N, N ]
1/2
T ‖L2 + ‖

∫ T

0

|dAτ|‖L2 .

|dAτ (ω)| jest miarą wahania całkowitego na przedziale I indukowaną przez od-

wzorowanie τ 7→ Aτ (ω). Na podstawie Twierdzenia IV.2.1 z [33] wnioskujemy, że

przestrzeń H2 jest przestrzenią Banacha.

Symbolem H2
n będziemy oznaczać przestrzeń n-wymiarowych F–semimartyn-

gałów Z = (Z1, . . . , Zn), Zi ∈ H2, i = 1, . . . , n, o skończonej normie H2
n, gdzie

‖Z‖H2
n

= (
∑n

i=1 ‖Z‖2
H2)1/2.

Dla danego procesu Z ∈ H2 określamy przestrzeń

L2
Z = {f ∈ P : E(

∫ T

0

|fτ |2d[N, N ]τ ) + E(

∫ T

0

|fτ ||dAτ |)2 < ∞}.

Przestrzeń tę będziemy rozważać z normą

‖f‖L2
Z

= (E(
∫ T

0
|fτ |2d[N, N ]τ ) + E(

∫ T

0
|fτ ||dAτ |)2)1/2.

Lemat 1.2 Dla danych procesów Z ∈ H2 i f ∈ L2
Z zachodzi zależność

‖
∫

fτdZτ‖2
H2

n
≤ 2n‖f‖2

L2
Z
.
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Dowód. Dla dowolnych procesów Z ∈ H2 oraz f = (f 1, . . . , fn) ∈ L2
Z otrzymuje-

my na podstawie nierówności (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2)

‖
∫

fτdZτ‖2
H2

n
=

n∑
i=1

‖
∫

f i
τdZτ‖2

H2

=
n∑

i=1

((E

∫ T

0

(f i
τ )

2d[N, N ]τ )
1/2 + (E(

∫ T

0

|f i
τ ||dAτ |)2)1/2)2

≤ 2
n∑

i=1

(E

∫ T

0

(f i
τ )

2d[N, N ]τ + E(

∫ T

0

|f i
τ ||dAτ |)2)

= 2(E

∫ T

0

n∑
i=1

(f i
τ )

2d[N, N ]τ + E

n∑
i=1

(

∫ T

0

|f i
τ ||dAτ |)2).

Korzystając z nierówności∑n
i=1 a2

i ≤ (
∑n

i=1 |ai|)2 ≤ 2n−1
∑n

i=1 a2
i

dostajemy

E
n∑

i=1

(

∫ T

0

|f i
τ ||dAτ |)2 ≤ E(

∫ T

0

n∑
i=1

|f i
τ ||dAτ |)2 ≤ 2n−1E(

∫ T

0

(
n∑

i=1

(f i
τ )

2)1/2|dAτ |)2.

Ponieważ |fτ | = (
∑n

i=1(f
i
τ )

2)1/2, więc ostatecznie mamy

‖
∫

fτdZτ‖2
H2

n
≤ 2E

∫ T

0

|fτ |2d[N, N ]τ + 2 · 2n−1E(

∫ T

0

|fτ ||dAτ |)2

≤ 2n(E

∫ T

0

|fτ |2d[N, N ]τ + E(

∫ T

0

|fτ ||dAτ |)2) = 2n‖f‖2
L2

Z
.

Niech x będzie F–adaptowalnym procesem càdlàg. Przez S2 oznaczamy przes-

trzeń procesów x o skończonej normie S2, gdzie ‖x‖S2 = ‖ supt∈I |xt|‖L2 , nato-

miast S∞ oznacza przestrzeń procesów x o skończonej normie S∞, gdzie ‖x‖S∞ =

‖ supt∈I |xt|‖L∞ .

Dla F–semimartyngału Z = N + A definiujemy

j2(N, A) = ‖[N, N ]
1/2
T +

∫ T

0

|dAτ |‖L2 .
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Symbolem H2 oznaczamy przestrzeń F–semimartyngałów Z o skończonej normie

H2, gdzie

‖Z‖H2 = inf
Z=N+A

j2(N, A),

a infimum jest brane po wszystkich rozkładach semimartyngału Z.

W podobny sposób określamy przestrzeń H∞ i normę dla tej przestrzeni.

Symbolem H2
n będziemy oznaczać przestrzeń n-wymiarowych F–semimartyn-

gałów Z = (Z1, . . . , Zn), Zi ∈ H2, i = 1, . . . , n, o skończonej normie H2
n, gdzie

‖Z‖H2
n

= (
∑n

i=1 ‖Z‖2
H2)1/2.

Dla przestrzeni Banacha X symbolami cl(X), comp(X) oraz conv(X) oznacza-

my rodziny wszystkich niepustych podzbiorów przestrzeni X, które są, odpowied-

nio, domknięte, zwarte, wypukłe.

Symbolem dist(a, B) oznaczamy odległość elementu a ∈ X od zbioru B ∈
cl(X), natomiast h(B, D) = supa∈B dist(a, D), dla D ∈ cl(X).

H(B, D) = max{h(B, D), h(D, B)} oznaczać będzie odległość Hausdorffa zbio-
rów B, D ∈ cl(X).

Multifunkcja G : Ω → cl(Rn) jest F–mierzalna, jeżeli dla dowolnego domknię-
tego podzbioru B ∈ Rn, zbiór {ω ∈ Ω : G(ω) ∩B 6= ∅} jest F -mierzalny.

Selekcją lub selektorem multifunkcji G nazywamy dowolną funkcję f taką, że

f(ω) ∈ G(ω).

Norma multifunkcji G jest określona jako ‖G‖ = sup ‖f‖, po wszystkich selek-
torach f multifunkcji G.

Wielowartościowym procesem stochastycznym G = (Gt)t∈I nazywamy rodzinę

F -mierzalnych odwzorowań wielowartościowych Gt : Ω → cl(Rn), dla każdego

t ∈ I. Proces stochastyczny G jest F–adaptowalny, jeżeli dla dowolnych t ∈ I

odwzorowanie Gt : Ω → cl(Rn) jest Ft-mierzalne.

Przy ustalonym ω ∈ Ω, multifunkcję Gt(ω) = G(t, ω), odwzorowującą przedział

I w cl(Rn), nazywamy trajektorią procesu wielowartościowego G.
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Definicja 1.3 Wielowartościowy proces stochastyczny G jest procesem càdlàg,

jeżeli posiada prawie wszystkie trajektorie prawostronnie ciągłe z lewostronnymi

granicami względem metryki Hausdorffa H. Wielowartościowy proces stochastycz-

ny G jest procesem càglàd, jeżeli posiada prawie wszystkie trajektorie lewostronnie

ciągłe z prawostronnymi granicami względem metryki Hausdorffa H.

Wielowartościowy proces G jest F–przewidywalnym procesem, jeżeli G jest P(F)-

mierzalny. Rodzinę takich procesów oznaczamy, jak w przypadku jednowartoś-

ciowym, przez P .

Definicja 1.4 Wielowartościowy proces G jest Z-całkowo ograniczony, jeżeli ist-

nieje taki rzeczywisty proces m ∈ L2
Z , że H(G, {0}) ≤ m, λ⊗ P–prawie wszędzie.

Poniżej zamieszczone zostały najważniejsze twierdzenia, z których korzystam w

dalszej części rozprawy.

Twierdzenie 1.5 [K. Kuratowski, C. Ryll-Nardzewski ([4] Twierdzenie 8.1.3)]

Niech X będzie zupełną ośrodkową przestrzenią metryczną, (Ω,F , µ) niech będzie

przestrzenią z miarą. Jeżeli F jest F-mierzalnym odwzorowaniem wielowartoś-
ciowym z Ω do cl(X), to istnieje F-mierzalna selekcja odwzorowania F .

Twierdzenie 1.6 [A.F. Fillipov ([24] Twierdzenie II.3.12)] Niech X będzie zupełną

ośrodkową przestrzenią metryczną, (Ω,F , µ) niech będzie przestrzenią z miarą.

Jeżeli F jest F-mierzalnym odwzorowaniem wielowartościowym z Ω do comp(X),

natomiast g jest F-mierzalnym odwzorowaniem z Ω do X, to istnieje F-mierzalna
selekcja f odwzorowania F taka, że dla dowolnego ω ∈ Ω, distX(g(ω), F (ω)) =

dX(g(ω), f(ω)), gdzie dX jest odległością w przestrzeni X.

Twierdzenie 1.7 [H. Covitz, S.B. Nadler Jr. ([24] Twierdzenie II.4.4)]

Niech (X, ρ) będzie zupełną przestrzenią metryczną oraz F : X → cl(X) niech

będzie wielowartościowym odwzorowaniem takim, że dla dowolnych x, y ∈ X,

H(F (x), F (y)) ≤ Kρ(x, y), gdzie K ∈ [0, 1).

Wtedy istnieje x ∈ X taki, że x ∈ F (x).
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Niech (Ω,F , µ) będzie σ-skończoną przestrzenią z miarą. X niech będzie rzeczy-

wistą ośrodkową przestrzenią Banacha. Niech BX oznacza σ-algebrę podzbiorów

borelowskich w X. Niech φ : Ω × X → R będzie F ⊗ BX-mierzalną funkcją, a

f : Ω → X niech będzie F -mierzalną funkcją. Definiujemy funkcjonał Iφ(f) =∫
Ω

φ(ω, f(ω))dµ.

Twierdzenie 1.8 [[18] Twierdzenie 2.2] Niech F będzie odwzorowaniem wielowar-

tościowym z Ω do cl(X), S2
F = {f ∈ L2(Ω; X) : f(ω) ∈ F (ω) prawie wszędzie}.

φ : Ω×X → R niech będzie F ⊗ BX-mierzalną funkcją, ciągłą w x dla dowolnych

ω ∈ Ω. Niech funkcjonał Iφ(f) będzie określony dla dowolnych f ∈ S2
F spełniających

Iφ(f0) < ∞, dla pewnych f0 ∈ S2
F . Wtedy zachodzą warunki

(i) inff∈S2
F

Iφ(f) =
∫

Ω
infx∈F (ω) φ(ω, x)dµ,

(ii) supf∈S2
F

Iφ(f) =
∫

Ω
supx∈F (ω) φ(ω, x)dµ.

Twierdzenie 1.9 [[30] Twierdzenie 2] Niech Z będzie F–semimartyngałem należą-

cym do przestrzeni H2. Niech F będzie Z-całkowo ograniczonym F–przewidywalnym

procesem wielowartościowym o wartościach wypukłych, SZ(F ) oznacza zbiór Z-

całkowalnych selektorów z F . Jeżeli x jest procesem càdlàg takim, że dla dowolnych

s, t takich, że 0 ≤ s ≤ t ≤ T , zachodzi warunek xt − xs ∈ clL2

∫ t

s
FτdZτ , to istnieje

proces g ∈ clL2
Z
SZ(F ) taki, że xt = x0 +

∫ t

0
gτdZτ .

Twierdzenie 1.10 [[33] Twierdzenie II.5.19] Niech Z będzie F–semimartyngałem

oraz niech f będzie F–adaptowalnym procesem càglàd. Wtedy stochastyczny proces

całkowy Y =
∫

fτdZτ jest F–semimartyngałem, a dla dowolnego F–adaptowalnego

procesu càglàd g zachodzi∫
gτdYτ =

∫
gτd(

∫
fsdZs)τ =

∫
(gf)τdZτ .

Twierdzenie 1.11 [Nierówność Kunity-Watanabe ([33] Twierdzenie II.6.25)]

Niech Y, Z będą F–semimartyngałami oraz niech g, h będą dwoma rzeczywistymi

procesami mierzalnymi. Wtedy zachodzi prawie na pewno nierówność∫ T

0

|gτ ||hτ ||d[Y, Z]τ | ≤ (

∫ T

0

g2
τd[Y, Y ]τ )

1/2(

∫ T

0

h2
τd[Z,Z]τ )

1/2.
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Twierdzenie 1.12 [[33], Wniosek 4 z Twierdzenia II.6.27] Jeżeli M jest lokalnym

F–martyngałem oraz E([M, M ]T ) < ∞, to M jest F–martyngałem całkowalnym z

kwadratem. Ponadto E(M2
t ) = E([M, M ]t), dla dowolnych t ∈ I.

Twierdzenie 1.13 [Fundamentalne Twierdzenie dla Lokalnych Martyngałów ([33]

Twierdzenie III.6.29)] Niech M będzie lokalnym F–martyngałem oraz niech β > 0.

Istnieją wtedy lokalne F–martyngały N , A takie, że A jest FV–procesem, skoki

lokalnego F–martyngału N są ograniczone przez 2β oraz M = N + A.

Twierdzenie 1.14 [[33] Twierdzenie IV.2.5] Niech Z będzie F–semimartyngałem

należącym do przestrzeni H2. Wtedy E((supt∈I |Zt|)2) ≤ 8‖Z‖2
H2.

Twierdzenie 1.15 [O Zbieżności Zmajoryzowanej ([33] Twierdzenie IV.2.32)]

Niech Z będzie F–semimartyngałem, natomiast fn ∈ P niech będzie ciągiem rzeczy-
wistych procesów, zbieżnym do granicy f prawie na pewno. Jeżeli istnieje taki

rzeczywisty proces g ∈ LZ, że dla dowolnych n, |fn| ≤ g, to fn i f są elemen-

tami zbioru LZ oraz całka
∫

fn
τ dZτ zbiega do całki

∫
fτdZτ w sensie ucp.

Twierdzenie 1.16 [[33] Twierdzenie V.2.2] Dla 1 ≤ p ≤ ∞ istnieje stała cp taka,

że dla dowolnego F–semimartyngału Z, Z0 = 0, zachodzi nierówność

‖Z‖Sp ≤ cp‖Z‖Hp .

Twierdzenie 1.17 [Nierówność Emery’ego ([33] Twierdzenie V.2.3)]

Niech Z będzie F–semimartyngałem, f niech będzie F–adaptowalnym procesem

càglàd oraz 1/p + 1/q = 1/r dla 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞. Wtedy

‖
∫

fτdZτ‖Hr ≤ ‖f‖Sp‖Z‖Hq .
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Rozdział 2

Wielowartościowa całka

stochastyczna typu Itô

W niniejszym rozdziale przedstawione zostały wyniki badań dotyczących własności

wielowartościowej całki stochastycznej typu Itô względem F–semimartyngału.

W pierwszej części zdefiniowany został zbiór SZ(F ) selektorów z F–przewidy-

walnego procesu wielowartościowego F całkowalnych względem Z. Podano warunki

gwarantujące niepustość, ograniczoność i dekomponowalność tego zbioru. Pozwoliło

to na poprawne określenie wielowartościowej całki stochastycznej typu Itô z procesu

F względem Z i zbadanie jej własności. Pokazano, że całka ta zachowuje powyższe

własności zbioru SZ(F ).

Druga część rozdziału poświęcona jest badaniu zagadnień przechodzenia z od-

ległością Hausdorffa pod znak wielowartościowej całki stochastycznej względem

F–semimartyngału Z. Otrzymane wyniki, (Twierdzenia 2.9, 2.10 i 2.11), stanowią

uogólnienia rezultatów M. Kisielewicza z pracy [23], w której badany był podobny

problem, ale dla wielowartościowych całek względem procesu Wienera i całek z

miarą Poissona. Zasadniczy problem stanowił tu brak własności izometrii, która

była istotnie wykorzystywana w pracy [23]. Zastąpiono ją konstrukcją odpowied-

niej miary losowej związanej z procesem o wahaniu ograniczonym pochodzącym z

rozkładu F–semimartyngału Z.
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Twierdzenia te zostały wykorzystane w rozdziale czwartym do badania włas-

ności zbioru rozwiązań inkluzji stochastycznej.

Niech I oznacza przedział domknięty [0, T ] w R+.

Niech Z będzie F–semimartyngałem, a G niech będzie F–przewidywalnym pro-

cesem wielowartościowym. Zbiór SZ(G) określamy jako

SZ(G) := {f ∈ L2
Z : f(t, ω) ∈ G(t, ω), λ⊗ P– prawie wszędzie}.

F–przewidywalny proces wielowartościowy G jest całkowalny względem F–semi-

martyngału Z albo po prostu Z-całkowalny, jeżeli SZ(G) jest zbiorem niepustym.

Twierdzenie 2.1 Niech Z będzie F–semimartyngałem należącym do przestrzeni

H2, Z0 = 0. Jeżeli G jest Z-całkowo ograniczonym F–przewidywalnym procesem

wielowartościowym, to SZ(G) jest niepustym i ograniczonym podzbiorem z L2
Z.

Dowód.Korzystając z Twierdzenia Kuratowskiego i Rylla-Nardzewskiego, (Twier-

dzenie 1.5), istnieje F–przewidywalny proces f taki, że f(t, ω) ∈ G(t, ω), λ ⊗ P–

prawie wszędzie. Z założenia o procesie G wynika, że ‖f‖L2
Z
≤ ‖m‖L2

Z
< ∞, a to

oznacza, że f ∈ SZ(G). Zatem zbiór SZ(G) jest niepusty.

Jego ograniczoność wynika z Z-całkowej ograniczoności procesu G.

Twierdzenie 2.2 Niech Z będzie F–semimartyngałem należącym do przestrzeni

H2, Z0 = 0. Jeżeli G jest Z-całkowo ograniczonym F–przewidywalnym procesem

wielowartościowym, to SZ(G) jest zbiorem F–dekomponowalnym.

Dowód. Niech będą dane f, g ∈ SZ(G), B ∈ P(F) oraz D = (I × Ω) \ B. Należy

pokazać, że 1IBf + 1IDg ∈ L2
Z oraz 1IBf + 1IDg ∈ G, λ⊗ P– prawie wszędzie.

Ponieważ zbiory B i D są P(F)-mierzalne, podobnie jak procesy f, g, więc

proces 1IBf + 1IDg jest również P(F)-mierzalny. Ponadto

‖1IBf + 1IDg‖L2
Z
≤ ‖1IBf‖L2

Z
+ ‖1IDg‖L2

Z

= (E

∫ T

0

|1IBfτ |2d[N, N ]τ + E(

∫ T

0

|1IBfτ ||dAτ |)2)1/2

+ (E

∫ T

0

|1IDgτ |2d[N, N ]τ + E(

∫ T

0

|1IDgτ ||dAτ |)2)1/2.
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Korzystając z faktu, że |1IBfτ | ≤ |fτ | i |1IDgτ | ≤ |gτ | dla τ ∈ I, oraz z Twierdzenia

o Zbieżności Zmajoryzowanej, (Twierdzenie 1.15), otrzymujemy, że

‖1IBf + 1IDg‖L2
Z
≤ ‖f‖L2

Z
+ ‖g‖L2

Z
< ∞.

σ-algebra P(F) jest pod- σ-algebrą σ-algebry λ ⊗ P . Zatem zbiory B i D są

λ⊗P -mierzalne. Ponieważ f, g ∈ G, λ⊗P– prawie wszędzie, więc 1IBf +1IDg ∈ G,

λ⊗ P– prawie wszędzie.

Definicja 2.3 Niech Z będzie F–semimartyngałem należącym do przestrzeni H2,

Z0 = 0. G niech będzie Z-całkowo ograniczonym F–przewidywalnym procesem

wielowartościowym. Wielowartościowa całka stochastyczna z procesu G względem

Z jest zdefiniowana jako zbiór
∫

GτdZτ = {
∫

gτdZτ : g ∈ SZ(G)}.
Dla dowolnych s, t ∈ I, s < t definiujemy także∫ t

s
GτdZτ = {

∫ t

s
gτdZτ : g ∈ SZ(G)}.

Definicja 2.4 Niech Z będzie F–semimartyngałem, natomiast f ∈ L2
Z . Odwzoro-

wanie JZ : L2
Z → H2

n jest zdefiniowane jako JZ(f) = (JZ(f)t)t∈I =
∫

fτdZτ oraz

JZ(f)t =
∫ t

0
fτdZτ , dla dowolnego t ∈ I.

Odwzorowanie JZ jest liniowe i ciągłe. Jego liniowość wynika z definicji, natomiast

ciągłość z Lematu 1.2.

Twierdzenie 2.5 Niech Z będzie F–semimartyngałem należącym do przestrzeni

H2, Z0 = 0. Jeżeli G jest Z-całkowo ograniczonym F–przewidywalnym procesem

wielowartościowym, to

(i)
∫

GτdZτ = JZ(SZ(G)),

(ii)
∫ t

s
GτdZτ = JZ(1I(s,t]SZ(G))t dla s, t ∈ I, s < t.

Dowód. Warunek (i) wynika bezpośrednio z definicji całki
∫

GτdZτ .

Dla dowolnych s, t ∈ I, s < t z definicji całek
∫ t

s
GτdZτ oraz JZ(f)t otrzymujemy∫ t

s

GτdZτ = {JZ(f)t − JZ(f)s : f ∈ SZ(G)}

= {JZ(1I[0,t]f)t − JZ(1I[0,s]f)t : f ∈ SZ(G)}

= {JZ(1I(s,t]f)t : f ∈ SZ(G)} = JZ(1I(s,t]SZ(G))t,
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co należało pokazać.

Twierdzenie 2.6 Niech Z będzie F–semimartyngałem należącym do przestrzeni

H2, Z0 = 0. Jeżeli G jest Z-całkowo ograniczonym F–przewidywalnym procesem

wielowartościowym, to
∫

GτdZτ jest niepustym i ograniczonym podzbiorem z H2
n.

Dowód. Z definicji odwzorowania liniowego JZ , (Definicja 2.4), oraz Twierdze-

nia 2.5(i) otrzymujemy, że
∫

GτdZτ = JZ(SZ(G)). Ponieważ zbiór SZ(G) jest

niepusty na podstawie Twierdzenia 2.1, więc zbiór
∫

GτdZτ jest także zbiorem

niepustym.

Jego ograniczoność w przestrzeniH2
n wynika z ograniczoności zbioru SZ(G), (Twier-

dzenie 2.1), i ciągłości odwzorowania JZ .

Twierdzenie 2.7 Niech Z będzie F–semimartyngałem należącym do przestrzeni

H2, Z0 = 0. Jeżeli G jest Z-całkowo ograniczonym F–przewidywalnym procesem

wielowartościowym, to dla dowolnych s, t ∈ I, s < t,
∫ t

s
GτdZτ jest zbiorem Fs-de-

komponowalnym.

Dowód. Weźmy dowolne s, t ∈ I takie, że s < t. Niech dane będą: zbiór B ∈ Fs

oraz J1, J2 ∈
∫ t

s
GτdZτ . Istnieją wtedy takie f 1, f2 ∈ SZ(G), że J1 = JZ(1I(s,t]f 1)t

oraz J2 = JZ(1I(s,t]f 2)t. Niech D = Ω\B, natomiast βt
s = (I \ (s, t])×Ω∪ (s, t]×D

niech będzie dopełnieniem zbioru (s, t]×B w I × Ω. Wtedy

1IBJ1 = 1IBJZ(1I(s,t]f 1)t = JZ(1I(s,t](1I(s,t]×Bf 1))t

oraz 1IDJ2 = 1IDJZ(1I(s,t]f 2)t = JZ(1I(s,t](1I(s,t]×Df 2))t = JZ(1I(s,t](1Iβt
s
f 2))t.

Zatem

1IBJ1 + 1IDJ2 = JZ(1I(s,t](1I(s,t]×Bf 1 + 1Iβt
s
f 2))t.

Korzystając z F–dekomponowalności zbioru SZ(G), (Twierdzenie 2.2), i faktu, że

(s, t]×B jest F–przewidywalnym ”prostokątem”, a βt
s jest jego dopełnieniem, otrzy-

mujemy, że 1I(s,t]×Bf 1 + 1Iβt
s
f 2 ∈ SZ(G). Oznacza to, że 1IBJ1 + 1IDJ2 ∈

∫ t

s
GτdZτ .
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Uwaga 2.8 W dowodach Twierdzeń 2.9, 2.10 i 2.11 zastosowano odmienną no-

tację, niż w pozostałej części pracy. Zamiast skróconych oznaczeń: ft, gt, Ft, Gt, At

stosowany jest pełny zapis: f(t, ω), g(t, ω), F (t, ω), G(t, ω), At(ω), aby wyraźnie

zaznaczyć zmienne, względem których przeprowadza się całkowanie.

Twierdzenie 2.9 Niech Z będzie F–semimartyngałem należącym do przestrzeni

H2, rozkładalnym na sumę Z = M + A, gdzie M jest F–martyngałem całkowal-

nym z kwadratem, a A jest FV–procesem. Niech g będzie Z-całkowo ograniczo-

nym F–przewidywalnym procesem, a G niech będzie Z-całkowo ograniczonym F–

przewidywalnym procesem wielowartościowym. Istnieje wtedy stała K ≥ 0 taka,

że

dist2H2
n
(

∫
gτdZτ ,

∫
GτdZτ ) ≤ K · ‖

∫
dist2(gτ , Gτ )dZτ‖H2 .

Dowód. Z definicji normy H2
n i dowodu Lematu 1.2 otrzymujemy

J = dist2H2
n
(

∫
gτdZτ ,

∫
GτdZτ ) = inf

f∈SZ(G)
‖

∫
gτdZτ −

∫
fτdZτ‖2

H2
n

≤ 2n · inf
f∈SZ(G)

(E(

∫ T

0

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2d[M, M ]τ )

+ E(

∫ T

0

|g(τ, ω)− f(τ, ω)||dAτ (ω)|)2).

Korzystając z nierówności Kunity-Watanabe, (Twierdzenie 1.11), dostajemy

J ≤ 2n · inf
f∈SZ(G)

(

∫
Ω

(

∫ T

0

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2d[M, M ]τ )P (dω)

+

∫
Ω

(

∫ T

0

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2 |dAτ (ω) | ·
∫ T

0

|dAτ (ω)|)P (dω)).

Niech µM oznacza miarę Doléans-Dade związaną z F–martyngałem M , (zdefinio-

waną na str. 3 rozprawy). Niech cA(ω) =
∫ T

0
|dAτ (ω)| oznacza wahanie trajektorii

procesu A na przedziale I = [0, T ]. Zdefiniujemy teraz jądro miary, (miarę losową),

dla zbiorów borelowskich z I jako

α(ω, dτ) := cA(ω) |dAτ (ω)| .
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Następnie określamy miarę νA na σ-algebrze F–przewidywalnych zbiorów z I × Ω

jako

νA(B) =

∫
Ω

∫ T

0

1IB(ω, τ)α(ω, dτ)P (dω).

Otrzymamy wtedy

J ≤ 2n · inf
f∈SZ(G)

(

∫
Ω

(

∫ T

0

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2d[M, M ]τ )P (dω)

+

∫
Ω

(

∫ T

0

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2α(ω, dτ))P (dω))

≤ 2n · inf
f∈SZ(G)

(

∫
Ω×I

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2dµM +

∫
Ω×I

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2dνA)

= 2n · inf
f∈SZ(G)

(

∫
Ω×I

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2dµ∗),

gdzie µ∗ = µM + νA.

Na podstawie Twierdzenia 1.8 ostatnią całkę możemy zapisać w postaci

2n ·
∫

Ω×I

inf
x∈G(τ,ω)

|g(τ, ω)− x|2dµ∗ = 2n ·
∫

Ω×I

dist2(g(τ, ω), G(τ, ω))dµ∗

= 2n · (
∫

Ω

(

∫ T

0

dist2(g(τ, ω), G(τ, ω))d[M, M ]τ )P (dω)

+

∫
Ω

(cA(ω) ·
∫ T

0

dist2(g(τ, ω), G(τ, ω)) |dAτ (ω)|)P (dω)).

Stosując ponownie nierówność Kunity-Watanabe, (Twierdzenie 1.11), do pierwszego

składnika oraz nierówność Höldera do drugiego dostajemy, że

J ≤ 2n · (‖(
∫ T

0

dist4(g(τ, ω), G(τ, ω))d[M, M ]τ )
1/2‖L2 · ‖(

∫ T

0

d[M, M ]τ )
1/2‖L2

+ ‖cA(ω)‖L2 · ‖
∫ T

0

dist2(g(τ, ω), G(τ, ω)) |dAτ (ω)| ‖L2)

≤ 2n · (E[M, M ]
1/2
T · (

∫
Ω

∫ T

0

dist4(g(τ, ω), G(τ, ω))d[M, M ]τP (dω))1/2

+ ‖cA(ω)‖L2 · (
∫

Ω

(

∫ T

0

dist2(g(τ, ω), G(τ, ω)) |dAτ (ω)|)2P (dω))1/2)

≤ K · ‖
∫
dist2(g(τ, ω), G(τ, ω))dZτ‖H2 ,

gdzie K = 2n ·max{‖cA(ω)‖L2 , E[M, M ]
1/2
T }, co kończy dowód twierdzenia.
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Twierdzenie 2.10 Niech Z będzie F–semimartyngałem należącym do przestrzeni

H2. Niech g będzie Z-całkowo ograniczonym F–przewidywalnym procesem, a G

niech będzie Z-całkowo ograniczonym F–przewidywalnym procesem wielowartoś-

ciowym. Istnieje wtedy stała K ≥ 0 taka, że

dist2H2
n
(

∫
gτdZτ ,

∫
GτdZτ ) ≤ K · ‖

∫
dist2(gτ , Gτ )dZτ‖H2 .

Dowód. Ponieważ Z jest F–semimartyngałem, więc istnieje rozkład Z = N + A,

gdzie N jest lokalnym F–martyngałem, natomiast A jest FV–procesem. Postępując

podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 2.9 otrzymujemy

J = dist2H2
n
(

∫
gτdZτ ,

∫
GτdZτ )

≤ 2n · inf
f∈SZ(G)

(

∫
Ω

(

∫ T

0

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2d[N, N ]τ )P (dω)

+

∫
Ω

(

∫ T

0

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2 |dAτ (ω) | ·
∫ T

0

|dAτ (ω)|)P (dω)).

Ponieważ Z ∈ H2, więc E([N, N ]T ) < ∞. Korzystając z Twierdzenia 1.12 wniosku-
jemy, że lokalny F–martyngał N jest F–martyngałem całkowalnym z kwadratem.

Możemy więc określić miarę Doléans-Dade µN związaną z F–martyngałem N oraz

funkcję cA(ω) =
∫ T

0
|dAτ (ω)|.

Dalsza część dowodu będzie przebiegać tak jak dowód Twierdzenia 2.9. Należy

tylko zamienić proces [M, M ] na [N, N ] oraz miarę µM na µN . W rezultacie otrzy-

mamy tezę twierdzenia, w której stała K jest określona następująco:

K = 2n ·max{‖cA(ω)‖L2 , E[N, N ]
1/2
T }.

Twierdzenie 2.11 Niech Z będzie F–semimartyngałem należącym do przestrzeni

H2. Niech F, G będą Z-całkowo ograniczonymi F–przewidywalnymi procesami wie-

lowartościowymi. Istnieje wtedy stała K ≥ 0 taka, że

H2
H2

n
(

∫
GτdZτ ,

∫
FτdZτ ) ≤ K · ‖

∫
H2(Gτ , Fτ )dZτ‖H2 .

Dowód. Niech Z = N + A będzie rozkładem F–semimartyngału Z na sumę

lokalnego F–martyngału N oraz FV–procesu A. Korzystając z definicji odległości
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Hausdorffa dostajemy

H2
H2

n
(

∫
GτdZτ ,

∫
FτdZτ )

= max{ sup
g∈SZ(G)

dist2H2
n
(

∫
gτdZτ ,

∫
FτdZτ ),

sup
f∈SZ(F )

dist2H2
n
(

∫
fτdZτ ,

∫
GτdZτ )} = max{J1, J2}.

Z dowodu Twierdzenia 2.10 dla pierwszego ze składników otrzymujemy

J1 = sup
g∈SZ(G)

dist2H2
n
(

∫
gτdZτ ,

∫
FτdZτ )

≤ 2n · sup
g∈SZ(G)

inf
f∈SZ(F )

(

∫
Ω×I

|g(τ, ω)− f(τ, ω)|2dµ∗),

gdzie µ∗, tak jak poprzednio, oznacza miarę µ∗ = µN + νA. Stosując dwukrotnie

Twierdzenie 1.8, (odpowiednio dla funkcji ”inf” oraz ”sup”), dostajemy

J1 ≤ 2n ·
∫

Ω×I

sup
y∈G(τ,ω)

inf
x∈F (τ,ω)

|y − x|2dµ∗ = 2n ·
∫

Ω×I

h 2(G(τ, ω), F (τ, ω))dµ∗,

gdzie h(B, D) = supa∈B dist(a, D). Postępując dalej tak jak w dowodzie Twierdze-

nia 2.10 otrzymujemy

J1 ≤ K · ‖
∫

h 2(G(τ, ω), F (τ, ω))dZτ‖H2

≤ K · ‖
∫

H2(G(τ, ω), F (τ, ω))dZτ‖H2 .

W przypadku drugiego składnika wystarczy zamienić ze sobą procesy F i G. W

rezultacie dostajemy

J2 = sup
f∈SZ(F )

dist2H2
n
(

∫
fτdZτ ,

∫
GτdZτ )

≤ K · ‖
∫

h 2(F (τ, ω), G(τ, ω))dZτ‖H2

≤ K · ‖
∫

H2(F (τ, ω), G(τ, ω))dZτ‖H2 ,

gdzie K = 2n ·max{‖cA(ω)‖L2 , E[N, N ]
1/2
T }, co kończy dowód twierdzenia.
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Rozdział 3

Wielowartościowa całka

stochastyczna typu Stratonowicza

W niniejszym rozdziale przedstawione zostały wyniki badań nad własnościami wie-

lowartościowej całki stochastycznej typu Stratonowicza. W znanych mi dotych-

czas opublikowanych pracach na ten temat wielowartościową całkę typu Strato-

nowicza określano dla procesów będących superpozycją deterministycznej multi-

funkcji różniczkowalnej w sensie Hukuhary i ciągłego semimartyngału, ([17]), albo

procesów powstałych ze złożenia deterministycznej multifunkcji górnie oddzielal-

nej i ciągłego semimartyngału, ([28]). Wielowartościowa całka typu Stratonowicza

badana w rozprawie jest określona dla stochastycznych (F, H)–odwracalnych pro-

cesów wielowartościowych. Jest to klasa procesów, która nie musi obejmować pro-

cesów rozważanych we wspomnianych pracach, ani zawierać się w klasach procesów

rozpatrywanych w pracach [17, 28]. Wzajemne relacje między tymi klasami mogą

stanowić pole do dalszych badań.

Definicję wielowartościowej całki typu Stratonowicza poprzedza analiza całek

stochastycznych typu forward i backward, których wzajemne zależności wykorzys-

tują tzw. metodę odwracania czasu. Obie te całki znalazły zastosowanie w kon-

strukcji wielowartościowej całki typu Stratonowicza przedstawionej w rozprawie.

Rozdział podzielony został na dwie części.
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W pierwszej części omówione zostały własności jednowartościowych całek sto-

chastycznych typu forward, backward oraz Stratonowicza, (definicje na podstawie

pracy [13]). Udowodnione zostały własności tych całek związane z przechodzeniem

z funkcją charakterystyczną pod znak całki niezbędne dla uzyskania zasadniczego

wyniku tego rozdziału.

W części drugiej udowodnione zostało twierdzenie o istnieniu (F, H)–odwracal-

nej selekcji dla (F, H)–odwracalnego procesu wielowartościowego. Wynik ten poz-

wala na pokazanie istnienia, (niepustości), wielowartościowej całki stochastycznej

typu Stratonowicza zdefiniowanej w tym rozdziale. Kluczowym wynikiem tej części

rozprawy jest twierdzenie aproksymacyjne, (Twierdzenie 3.19), dla badanej całki

wielowartościowej, które zostało uzyskane przez połączenie metody odwracania

czasu z ideą pochodzącą z pracy J. Motyla [30] i dotyczącą wielowartościowej całki

typu Itô.

3.1 Całki stochastyczne typu forward i backward

F. Russo i P. Vallois w pracy [34] zdefiniowali stochastyczne całki typu forward,

backward oraz symmetric jako rozszerzenie, odpowiednio, całek, Itô, backward oraz

Stratonowicza. Definicje te były modyfikowane w pracach [13, 35]. W rozprawie

użyto definicji pochodzącej z pracy [13]. W tej części rozprawy przedstawiono włas-

ności powyższych całek uzyskane przez F. Russo i P. Vallois w [35] oraz wraz z M.

Errami w [13], a także te własności uzyskane przez autora, które są niezbędne w

dalszej części rozprawy.

Niech I oznacza dowolny przedział domknięty. Dla uproszczenia zapisu będzie-

my zakładać, bez zmniejszenia ogólności, że I = [0, 1].

Definicja 3.1 ([13]) Proces stochastyczny x nazywamy procesem RV–càdlàg [RV–

càglàd], jeżeli jest procesem càdlàg [càglàd] oraz jest ciągły dla t = 0 i t = 1.

Definicja 3.2 ([13]) Niech {τn} oznacza taki podział odcinka I, że 0 = t0 < t1 <

· · · < tn = 1. Przez |τn| oznaczamy supi(ti+1 − ti). Niech g oraz h będą procesami
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RV–càdlàg. Określamy teraz

I−τn
(g, dh)(a) =

∑
i

g(ti ∧ a)(h(ti+1 ∧ a)− h(ti ∧ a)),

I+
τn

(g, dh)(a) =
∑

i

g(ti+1 ∧ a)(h(ti+1 ∧ a)− h(ti ∧ a)),

Io
τn

(g, dh)(a) = 1/2 (I+
τn

(g, dh)(a) + I−τn
(g, dh)(a)).

Jeżeli dla dowolnego ciągu {τn} podziałów odcinka I oraz dla dowolnego 0 < a ≤ 1

powyższe sumy są zbieżne w sensie ucp, (Definicja 1.1), gdy |τn| → 0 dla n → ∞
oraz ich granice nie zależą od wyboru ciągu podziałów {τn}, to granice te nazywamy
odpowiednio całkami forward, backward oraz Stratonowicza i oznaczamy przez

(
∫

(0,·] gd−h)a, (
∫

(0,·] gd+h)a, (
∫

(0,·] g ◦ dh)a, lub krócej przez
∫

(0,a]
gd−h,

∫
(0,a]

gd+h,∫
(0,a]

g ◦ dh.

Definicja 3.3 ([13]) Dla procesów stochastycznych RV–càdlàg g, h oraz dowol-

nych liczb 0 < a < 1 określamy
∫

(0,a)
gd±h = (

∫
(0,·] gd±h)a− = limt↑a

∫
(0,t]

gd±h.

Definicja 3.4 ([13]) Dla procesu stochastycznego RV–càdlàg g określamy

g̃t = (gt)
∼ = g(1−t)−,

gdzie gt− = lims↑t gs. Proces g̃ nazywamy procesem z czasem odwróconym.

W Lematach 3.5 i 3.6 zebrane zostały własności, pochodzące z prac [13] oraz [34],

które będą wykorzystane w dalszej części tego rozdziału.

Lemat 3.5 Dla procesów stochastycznych RV–càdlàg g, h oraz dowolnych liczb

0 ≤ a < b ≤ 1 zachodzą zależności

(i)
∫

(a,b]
gd±h =

∫
(0,b]

gd±h−
∫

(0,a]
gd±h,

(ii)
∫

(a,b]
g ◦ dh = 1/2 · (

∫
(a,b]

gd+h +
∫

(a,b]
gd−h),

(iii)
∫

[a,b)
gd±h =

∫
(0,b)

gd±h−
∫

(0,a)
gd±h,

(iv)
∫

(0,a]
g̃d±h̃ = −

∫
[1−a,1)

gd∓h.
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Lemat 3.6 Niech g oraz Z będą procesami RV–càdlàg. Zakładamy ponadto, że

Z jest F–semimartyngałem, a g jest F–adaptowalnym procesem. Zachodzi wtedy

zależność ∫
(0,·] gd−Z =

∫
(0,·] gτ−dZτ ,

gdzie całka z prawej strony równości oznacza całkę stochastyczną typu Itô względem

F–semimartyngału.

Lemat 3.7 Niech g oraz Z będą procesami RV–càdlàg. Jeżeli g jest F–adaptowal-

nym procesem, Z jest F–semimartyngałem, Z0 = 0, natomiast α, β, 0 < α < β <

1, są F–czasami zatrzymania, to dla całki stochastycznej typu forward zachodzą

zależności:

(i)
∫

(0,α]
gd−Z =

∫
(0,1]

g 1I[0,α)d
−Z =

∫
(0,1]

gτ− 1I[0,α](τ)dZτ ,

(ii)
∫

(α,β]
gd−Z =

∫
(0,1]

g 1I[α,β)d
−Z =

∫
(0,1]

gτ− 1I(α,β](τ)dZτ ,

(iii)
∫

(α,1]
gd−Z =

∫
(0,1]

g 1I[α,1]d
−Z =

∫
(0,1]

gτ− 1I(α,1](τ)dZτ ,

gdzie ostatnia z całek w powyższych równościach oznacza całkę stochastyczną typu

Itô względem F–semimartyngału.

Dowód. Zauważmy, że dla F–czasu zatrzymania α ∈ (0, 1) otrzymujemy

(g 1I[0,α))τ− = gτ− 1I[0,α](τ).

Ponieważ procesy po lewej stronie powyższej równości są procesami RV–càdlàg,

więc korzystając z Lematu 3.6 dostajemy, że∫
(0,α]

gτ−dZτ =

∫
[0,α]

gτ−dZτ − g0 Z0 =

∫
[0,1]

gτ− 1I[0,α](τ)dZτ

=

∫
[0,1]

(g 1I[0,α))τ−dZτ =

∫
(0,1]

(g 1I[0,α))τ−dZτ =

∫
(0,1]

g 1I[0,α)d
−Z.

Zależności (ii) oraz (iii) wynikają z powyższej równości oraz z Lematu 3.5(i).
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Definicja 3.8 Niech (Ω,F , P ) będzie przestrzenią probabilistyczną. Rozważmy na

przestrzeni Ω dwie filtracje: F = (Ft)t∈I oraz H = (Ht)t∈I spełniające warunki (i)

oraz (ii) ze strony 2 rozprawy.

Proces càdlàg x nazywamy (F, H)–odwracalnym, jeżeli x jest F–adaptowalnym

procesem na przedziale [0, 1], natomiast x̃ jest H–adaptowalnym procesem na

przedziale [0, 1].

Proces càdlàg x jest (F, H)–odwracalnym semimartyngałem, jeżeli x jest F–semi-

martyngałem na przedziale [0, 1], natomiast x̃ jest H–semimartyngałem na prze-

dziale [0, 1), ([21]).

Definicja 3.9 ([33]) Niech g będzie F–przewidywalnym procesem, Z będzie F–

semimartyngałem, Z0 = 0. Dla 0 ≤ a < b ≤ 1 całki typu Itô
∫

[0,1]
gτ1I[0,a)(τ)dZτ

oraz
∫

[0,1]
gτ1I[a,b)(τ)dZτ określamy następująco

(i)
∫

[0,1]
gτ 1I[0,a)(τ)dZτ = lims↑a(

∫
[0,1]

gτ 1I[0,s](τ)dZτ ),

(ii)
∫

[0,1]
gτ 1I[a,b)(τ)dZτ =

∫
[0,1]

gτ 1I[0,b)(τ)dZτ −
∫

[0,1]
gτ 1I[0,a)(τ)dZτ .

Lemat 3.10 Jeżeli g jest (F, H)–odwracalnym procesem RV–càdlàg, Z jest (F, H)–

odwracalnym semimartyngałem, Z0 = 0, to dla dowolnych 0 ≤ a < b ≤ 1 zachodzą

zależności

(i)
∫

(0,a]
gd+Z = −

∫
(0,1]

g̃ · 1I[1−a,1)d
−Z̃ = −

∫
(0,1]

g̃τ− · 1I[1−a,1)(τ)dZ̃τ ,

(ii)
∫

(a,b]
gd+Z = −

∫
(0,1]

g̃τ− · 1I[1−b,1−a)(τ)dZ̃τ ,

(iii)
∫

[a,1)
gd+Z = −

∫
(0,1]

g̃τ− · 1I[0,1−a](τ)dZ̃τ ,

gdzie całki po prawej stronie powyższych równości są całkami stochastycznymi typu

Itô względem F–semimartyngału.

Dowód. (i) Stosując kolejno Lemat 3.5(iv),(iii), Definicję 3.3 oraz Lemat 3.6 dosta-
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jemy

J =

∫
(0,a]

gd+Z = −
∫

[1−a,1)

g̃d−Z̃ = −(

∫
(0,1)

g̃d−Z̃ −
∫

(0,1−a)

g̃d−Z̃)

= −(lim
s↑1

(

∫
(0,s]

g̃d−Z̃)− lim
ρ↑1−a

(

∫
(0,ρ]

g̃d−Z̃))

= −(lim
s↑1

(

∫
(0,s]

g̃τ−dZ̃τ )− lim
ρ↑1−a

(

∫
(0,ρ]

g̃τ−dZ̃τ )).

Z własności granicy i definicji całki typu Itô po przedziale (ρ, s] otrzymujemy

J = − lim
s↑1

lim
ρ↑1−a

(

∫
(0,s]

g̃τ−dZ̃τ −
∫

(0,ρ]

g̃τ−dZ̃τ )) = − lim
s↑1

lim
ρ↑1−a

(

∫
(ρ,s]

g̃τ−dZ̃τ ).

Korzystając teraz z własności przechodzenia z funkcją charakterystyczną pod znak

całki typu Itô oraz z Twierdzenia o Zbieżności Zmajoryzowanej, (Twierdzenie 1.15),

dostajemy

J = − lim
s↑1

lim
ρ↑1−a

(

∫
(0,1]

g̃τ− · 1I(ρ,s](τ)dZ̃τ ) = −
∫

(0,1]

g̃τ− · 1I[1−a,1)(τ)dZ̃τ .

(ii) Korzystając z Lematu 3.5(i) i udowodnionej już równości (i) otrzymujemy

J =

∫
(a,b]

gd+Z =

∫
(0,b]

gd+Z −
∫

(0,a]

gd+Z

= −
∫

(0,1]

g̃τ− · 1I[1−b,1)(τ)dZ̃τ +

∫
(0,1]

g̃τ− · 1I[1−a,1)(τ)dZ̃τ .

Stosując teraz Definicję 3.9(ii) oraz Twierdzenie o Zbieżności Zmajoryzowanej,

(Twierdzenie 1.15), dostajemy

J = −
∫

(0,1]

g̃τ− · 1I[1−b,1−a)(τ)dZ̃τ .

(iii) Korzystając z Lematów 3.5(iv) oraz 3.7(i) otrzymujemy∫
[a,1)

gd+Z = −
∫

(0,1−a]

g̃dZ̃ = −
∫

(0,1]

g̃τ− · 1I[0,1−a](τ)dZ̃τ .
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3.2 Wielowartościowa całka stochastyczna typu

Stratonowicza

Niech I, tak jak poprzednio, oznacza przedział domknięty [0, 1].

Definicja 3.11 Dla wielowartościowego procesu stochastycznego càdlàg G sym-

bolem

G̃t = (Gt)
∼ = G(1−t)− = lims↑1−t Gs,

oznaczamy wielowartościowy proces z czasem odwróconym. Granica wielowartoś-

ciowych odwzorowań jest określana względem metryki Hausdorffa.

Definicja 3.12 Wielowartościowy proces stochastyczny càdlàg G jest (F, H)–od-

wracalnym procesem, jeżeli G jest F–adaptowalnym procesem na przedziale [0, 1]

oraz G̃ jest H–adaptowalnym procesem na przedziale [0, 1].

Wielowartościowy proces stochastyczny G jest procesem RV–càdlàg (RV–càglàd),

jeżeli jest procesem càdlàg (càglàd) i jest ciągły dla t = 0 i t = 1 względem metryki

Hausdorffa.

Wielowartościowy procesG jest całkowo ograniczony, jeżeli istnieje taki rzeczywisty

proces m będący (F, H)–odwracalnym procesem RV–càdlàg, że ‖m‖S∞ < ∞ oraz
dla dowolnych t ∈ I, H(Gt, {0}) ≤ mt.

W dalszej części rozdziału zakładamy, że G jest wielowartościowym procesem

o wartościach w przestrzeni comp conv(Rn).

Twierdzenie 3.13 Jeżeli G jest (F, H)–odwracalnym procesem wielowartościo-

wym, to istnieje (F, H)–odwracalny selektor g z procesu G.

Dowód. Dla niepustego zwartego i wypukłego zbioru B zawartego w Rn definiu-

jemy jego punkt Steinera jako

s(B) = 1/2 (σ(B, +1)− σ(B,−1)) dla n = 1,

oraz s(B) = n

∫
Sn−1

p σ(B, p) µ(dp) dla n ≥ 2,
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gdzie σ(B, p) := supa∈B < a, p > oznacza funkcję podpierającą zbioru B, Sn−1 jest

sferą jednostkową w Rn, natomiast µ jest zwykłą miarą probabilistyczną na sferze

Sn−1, ([4]).

Korzystając z własności punktu Steinera otrzymujemy, że s(B) ∈ B. Ponadto,

s : comp conv(Rn) → Rn jest odwzorowaniem Lipschitza względem metryki Haus-

dorffa. Dla dowolnych (t, ω) ∈ I × Ω określamy

g(t, ω) = s(G(t, ω)).

Z własności odwzorowania s wynika, że g jest selektorem procesu wielowartościo-

wego G. Proces g jest procesem càdlàg oraz F–adaptowalnym procesem jako super-

pozycja odwzorowania Lipschitza i F–adaptowalnego procesu wielowartościowego

typu càdlàg. Należy jeszcze pokazać, że proces z czasem odwróconym g̃ jest H–

adaptowalnym procesem i jest selektorem procesu G̃. Ponieważ g(t, ω) = s(G(t, ω)),

stąd też g̃(t, ω) = (s(G(t, ω)))∼. Z drugiej strony otrzymujemy, że

g̃(t, ω) = g((1− t)−, ω) = n

∫
Sn−1

p sup
a∈G((1−t)−,ω)

< a, p > µ(dp)

= n

∫
Sn−1

p σ(G((1− t)−, ω), p) µ(dp)

= n

∫
Sn−1

p σ(G̃(t, ω), ω), p) µ(dp) = s(G̃(t, ω)).

Pokazaliśmy więc, że g̃(t, ω) = (s(G(t, ω)))∼ = s(G̃(t, ω)), a to oznacza, że g̃ jest

selektorem procesu wielowartościowego G̃.

Ponieważ G̃ jest H–adaptowalnym procesem, stąd g̃ jest także H–adaptowalnym

procesem. W ten sposób proces g jest poszukiwanym (F, H)–odwracalnym selek-

torem procesu G.

Uwaga 3.14 Jeżeli w Twierdzeniu 3.13 dodatkowo założymy, że trajektorie pro-

cesu G są lewostronnie ciągłe w t = 1, to selekcja g otrzymana w Twierdzeniu 3.13

jest procesem RV–càdlàg.

Definicja 3.15 Niech G będzie wielowartościowym (F, H)–odwracalnym proce-

sem RV–càdlàg, Z niech będzie (F, H)–odwracalnym semimartyngałem, Z0 = 0.
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Niech S(G) oznacza rodzinę wszystkich (F, H)–odwracalnych procesów RV–càdlàg

będących selektorami procesu G. Dla dowolnych 0 ≤ a < b ≤ 1 wielowartościową

całkę typu Stratonowicza określamy jako zbiór∫
(a,b]

G ◦ dZ = {1/2 (

∫
(a,b]

gd−Z +

∫
(a,b]

gd+Z) : g ∈ S(G)}

= {1/2 (

∫
(a,b]

gτ−dZτ −
∫

[1−b,1−a)

g̃τ−dZ̃τ ) : g ∈ S(G)}.

Dla udogodnienia wprowadzamy następujące oznaczenie∫
(a,b]

(g, h) ◦ dZ := 1/2 (

∫
(a,b]

gτ−dZτ −
∫

[1−b,1−a)

h̃τ−dZ̃τ ).

Uwaga 3.16 Korzystając z Twierdzenia 3.13 wnioskujemy, że zbiór S(G) jest

zbiorem niepustym, zatem wielowartościowa całka w powyższej definicji istnieje

i jest zbiorem niepustym.

Twierdzenie 3.17 Niech Z będzie F–semimartyngałem należącym do przestrzeni

H2, Z0 = 0. Niech G będzie całkowo ograniczonym przez proces m wielowartoś-

ciowym F–adaptowalnym procesem RV–càdlàg. Jeżeli dla dowolnych 0 ≤ a < b ≤ 1

proces x spełnia zależność

xb − xa ∈ clL2

∫
(a,b]

Gd−Z,

to dla dowolnych ε > 0 oraz F–czasów zatrzymania 0 ≤ α < β ≤ 1 istnieje RV–

càdlàg i F–adaptowalny selektor gα,β,ε procesu G spełniający warunek

‖xβ − xα −
∫

(α,β]

gα,β,εd−Z‖L2 < ε.

Dowód. Ustalmy ε > 0. Dla dowolnego n = 1, 2, . . . oraz dowolnego k = 1, 2, . . . , 2n

definiujemy zmienne losowe αn i βn wzorami

αn(ω) =

 k 2−n dla ω ∈ {ω : (k − 1) 2−n ≤ α(ω) < k 2−n}
1 dla ω ∈ {ω : α(ω) = 1}

,

βn(ω) =

 k 2−n dla ω ∈ {ω : (k − 1) 2−n ≤ β(ω) < k 2−n}
1 dla ω ∈ {ω : β(ω) = 1}

.
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Dla dowolnych n = 1, 2, . . . oraz k = 0, 1, . . . , 2n − 1 określamy zbiory

An
k = {ω : α(ω) ≥ k 2−n} ; Bn

k = {ω : β(ω) ≥ k 2−n}.

Mamy wtedy

(0, αn] =
2n−1⋃
k=0

{(k 2−n, (k + 1) 2−n]} × An
k ,

(0, βn] =
2n−1⋃
k=0

{(k 2−n, (k + 1) 2−n]} ×Bn
k .

Ponadto, dla dowolnych n = 1, 2, . . . otrzymujemy

xαn = x0 +
2n−1∑
k=0

(x(k+1) 2−n − xk 2−n) 1IAn
k
,

xβn = x0 +
2n−1∑
k=0

(x(k+1) 2−n − xk 2−n) 1IBn
k
.

Z uwagi na to, że An
k ⊂ Bn

k , mamy zależność

xβn − xαn =
2n−1∑
k=0

(x(k+1) 2−n − xk 2−n) 1IBn
k \A

n
k
.

Dla każdego n = 1, 2, . . . oraz k = 0, 1, . . . , 2n − 1 można wybrać RV–càdlàg i

F–adaptowalny selektor gn,k procesu G spełniający zależność

‖x(k+1) 2−n − xk 2−n −
∫

(k 2−n,(k+1) 2−n]

gn,k
τ−dZτ‖L2 < ε/3 · 2−k. (3.1)

Określamy proces gn następująco

gn = gn,2n−1 1I[0,αn) + gn,2n−1 1I[βn,1] +
2n−1∑
k=1

gn,k 1I[k 2−n,(k+1) 2−n)×Bn
k \A

n
k
.

Otrzymany proces gn jest skończoną sumą procesów RV–càdlàg, dlatego też jest

procesem càdlàg na przedziale I. Z uwagi na to, że gn,2n−1 oraz 1I[βn,1] są procesami

RV–càdlàg, więc proces gn jest procesem lewostronnie ciągłym dla t = 1. Zatem

jest on procesem RV–càdlàg, F–adaptowalnym oraz jest selektorem procesu G.
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Ponadto mamy zależność∫
(αn,βn]

gn
τ−dZτ =

2n−1∑
k=1

1IBn
k \A

n
k

(

∫
(0,1]

gn,k
τ− 1I(k 2−n,(k+1) 2−n](τ)dZτ ).

Stosując kolejno własność różnicy całek typu Itô, własność przechodzenia z funkcją

charakterystyczną pod znak całki typu Itô, całkową ograniczoność procesu G oraz

Twierdzenie 1.14 otrzymujemy

‖
∫

(α,β]

gn
τ−dZτ −

∫
(αn,βn]

gn
τ−dZτ‖L2 = ‖

∫
(α,β]⊕(αn,βn]

gn
τ−dZτ‖L2

= ‖
∫

(0,1]

gn
τ− 1I(α,β]⊕(αn,βn] dZτ‖L2 ≤ ‖

∫
(0,1]

mτ− 1I(α,β]⊕(αn,βn] dZτ‖L2

≤ (E sup
t∈I

|
∫

(0,1]

mτ− 1I(α,β]⊕(αn,βn] dZτ |2)1/2

≤
√

8̄ · ‖
∫

(0,·]
mτ− 1I(α,β]⊕(αn,βn] dZτ‖H2 ,

gdzie B ⊕D oznacza zbiór postaci (B \D) ∪ (D \B).

Stosując powyższe oszacowanie dostajemy

‖xβ − xα −
∫

(α,β]

gn
τ−dZτ‖L2

≤ ‖xβ − xα − (xβn − xαn)‖L2 + ‖xβn − xαn −
∫

(αn,βn]

gn
τ−dZτ‖L2

+
√

8̄ ‖
∫

(0,·]
mτ− 1I(α,β]⊕(αn,βn] dZτ‖H2 = J1 + J2 + J3.

Proces x oraz całka stochastyczna typu Itô są procesami càdlàg, αn → α, βn → β,

gdy n → ∞, więc istnieje takie n0, że dla dowolnych n > n0 składniki J1 oraz J3

będą mniejsze niż ε/3.

Z nierówności (3.1) wynika, że

J2 = ‖xβn − xαn −
∫

(αn,βn]

gn
τ−dZτ‖L2

≤
2n−1∑
k=0

(1IBn
k \A

n
k
(ω) ‖x(k+1) 2−n − xk 2−n −

∫
(0,1]

gn,k
τ− 1I(k 2−n,(k+1) 2−n](τ)dZτ‖L2)

<

2n−1∑
k=0

(2−k ε/3) < ε/3.
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Biorąc teraz dowolne n > n0 oraz gα,β,ε = gn otrzymujemy, że

‖xβ − xα −
∫

(α,β]

gα,β,εd−Z‖L2 = ‖xβ − xα −
∫

(α,β]

gn
τ−dZτ‖L2 < ε,

co kończy dowód twierdzenia.

Definicja 3.18 Niech Z będzie procesem RV–càdlàg. Niech x będzie takim proce-

sem stochastycznym, że dla dowolnych 0 ≤ a < b ≤ 1 istnieją procesy stochastyczne

RV–càdlàg ga,b oraz ha,b, które spełniają zależność

xb − xa =
∫

(a,b]
ga,bd−Z +

∫
(a,b]

ha,bd+Z.

Proces x nazywamy całkowo dekomponowalnym, jeżeli istnieją procesy RV–càdlàg

u, v takie, że u0 ∈ F0, v1 ∈ H0 oraz zachodzą zależności

(i) dla dowolnych 0 ≤ a < b ≤ 1,

ub − ua =
∫

(a,b]
ga,bd−Z, vb − va =

∫
(a,b]

ha,bd+Z,

(ii) x = u + v.

Twierdzenie 3.19 Niech Z będzie (F, H)–odwracalnym semimartyngałem należą-

cym do przestrzeni H2, Z0 = 0. Niech G będzie całkowo ograniczonym przez pro-

ces m wielowartościowym (F, H)–odwracalnym procesem, lewostronnie ciągłym w

punkcie t = 1. Jeżeli dla całkowo dekomponowalnego procesu RV–càdlàg x zachodzi

zależność xb − xa ∈
∫

(a,b]
G ◦ dZ,

dla dowolnych 0 ≤ a < b ≤ 1, to dla dowolnego ε > 0 istnieje taka para procesów

RV–càdlàg (g, h), będących selektorami procesu wielowartościowego G, że

sup
t∈I

‖xt − x0 −
∫

(0,t]

(g, h) ◦ dZ‖L2 ≤ ε.

Dowód. Ustalmy dowolny ε > 0. Z założenia, że Z jest (F, H)–odwracalnym se-

mimartyngałem wynika, że Z jest F–semimartyngałem oraz Z̃ jest H–semimar-

tyngałem. Korzystając z Fundamentalnego Twierdzenia dla Lokalnych Martyn-

gałów, (Twierdzenie 1.13), każdy F–semimartyngał Z jest rozkładalny na sumę
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Z = N1 + A1 w taki sposób, że skoki lokalnego F–martyngału N1 mogą być ogra-

niczone przez stałą ε (6 c2 ‖m‖S∞)−1. W podobny sposób dla H–semimartyngału

Z̃ skoki lokalnego H–martyngału Ñ2 z rozkładu Z̃ = Ñ2 + Ã2 można ograniczyć

przez ε (12 c2 ‖m̃‖S∞)−1.

Ponieważ xb − xa ∈
∫

(a,b]
G ◦ dZ dla dowolnych 0 ≤ a < b ≤ 1, więc istnieją

RV–càdlàg i (F, H)–odwracalne selektory ga,b z G takie, że

xb − xa = 1/2 (

∫
(a,b]

ga,bd−Z +

∫
(a,b]

ga,bd+Z).

Korzystając z całkowej dekomponowalności procesu x wnioskujemy, że istnieją pro-

cesy u oraz v takie, że x = u + v oraz dla dowolnych 0 ≤ a < b ≤ 1

ub − ua = 1/2

∫
(a,b]

ga,bd−Z, vb − va = 1/2

∫
(a,b]

ga,bd+Z.

Zdefiniujmy ciąg zmiennych losowych w następujący sposób

T0 = 0,

Tk+1 = inf{t ≥ Tk : (

∫
(Tk,t]

d[N1, N1]τ )
1/2 +

∫
(Tk,t]

|dA1
τ | ≥ ε (6 c2 ‖m‖S∞)−1

lub |ut − uTk
| > ε/6},

S0 = 0,

Sk+1 = inf{s ≥ Sk : (

∫
(Sk,s]

d[Ñ2, Ñ2]τ )
1/2 +

∫
(Sk,s]

|dÃ2
τ | ≥ ε (12 c2 ‖m̃‖S∞)−1

lub |ṽs − ṽSk
| > ε/12}.

Proces Z jest F–semimartyngałem, natomiast z określenia procesu u wynika, że jest

on F–adaptowalnym procesem oraz u0 ∈ F0. Otrzymujemy więc, że ciąg {Tk}k≥0

jest ciągiem F–czasów zatrzymania rosnących do 1, ([33]).

Korzystając ze Lematu 3.10 otrzymujemy, że

ṽt − ṽs = v(1−t)− − v(1−s)− = −
∫

[1−t,1−s)

g1−s,1−td+Z =

∫
(s,t]

g̃1−s,1−t
τ− dZ̃τ . (3.2)

Ponieważ g̃1−s,1−t jestH–adaptowalnym procesem, Z̃ jestH–semimartyngałem oraz

ṽ0 = v1 ∈ H0, więc ciąg {Sl}l≥0 jest ciągiem H–czasów zatrzymania, który rośnie

do 1.
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Z Twierdzenia 3.17 wynika, że dla dowolnych k = 1, 2, . . . istnieją takie selektory

gk z G, będące F–adaptowalnymi procesami RV–càdlàg, że

‖uTk
− uTk−1

− 1/2

∫
(Tk−1,Tk]

gk
τ−dZτ‖L2 < ε/6 · 2−k.

W podobny sposób dla dowolnych l = 1, 2, . . . możemy wybrać takie selektory h̃l z

G̃, będące H–adaptowalnymi procesami RV–càdlàg, że

‖ṽSl
− ṽSl−1

− 1/2

∫
(Sl−1,Sl]

h̃l
τ−dZ̃τ‖L2 < ε/12 · 2−l.

Zdefiniujmy teraz procesy

g =
∑
k≥1

gk 1I[Tk−1,Tk) + (
∑
k≥1

gk · 1I[Tk−1,Tk))1− 1I{1},

h̃ =
∑
l≥1

h̃l 1I[Sl−1,Sl) + (
∑
l≥1

h̃l 1I[Sl−1,Sl))1− 1I{1}.

Zauważmy, że g oraz h są procesami RV–càdlàg. Ponadto gt jest Ft-mierzalnym

procesem, podczas gdy ht = (h̃t)
∼ jest H1−t-mierzalnym procesem. Korzystając z

Lematu 3.6 dostajemy, że

sup
0<t≤1

‖xt − x0 −
∫

(0,t]

(g, h) ◦ dZ‖L2

= sup
0<t≤1

‖(ut − u0) + (vt − v0)− 1/2

∫
(0,t]

gd−Z − 1/2

∫
(0,t]

hd+Z‖L2

≤ sup
0<t≤1

‖(ut − u0)− 1/2

∫
(0,t]

gτ−dZτ‖L2

+ sup
0<t≤1

‖(vt − v0)− 1/2

∫
(0,t]

hd+Z‖L2 = I1 + I2.

Rozważmy powyższe składniki oddzielnie.

I1 = sup
k≥1

sup
Tk−1≤t<Tk

‖(ut − u0)− 1/2

∫
(0,t]

gτ−dZτ‖L2

≤ sup
k≥1

sup
Tk−1≤t<Tk

‖ut − uTk−1
‖L2 + sup

k≥1
sup

Tk−1≤t<Tk

‖
∫

(Tk−1,t]

gτ−dZτ‖L2

+ sup
k≥2

‖
k−1∑
i=1

(uTi
− uTi−1

− 1/2

∫
(Ti−1,Ti]

gτ−dZτ )‖L2 = J1 + J2 + J3.
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Z określenia czasu zatrzymania Tk otrzymujemy, że dla dowolnych k = 1, 2, . . . oraz

prawie wszystkich ω ∈ Ω, J1 < ε/6. Z kolei

J2 ≤ ‖
∫

(0,·]
gτ− 1I(Tk−1,t](τ)dZτ‖S2 ≤ c2‖

∫
(0,·]

gτ− 1I(Tk−1,t](τ)dZτ‖H2

≤ c2‖
∫

(0,·]
mτ− 1I(Tk−1,t](τ)dZτ‖H2 ≤ c2‖m‖S∞ · ‖

∫
(0,·]
1I(Tk−1,t](τ)dZτ‖H2

≤ c2‖m‖S∞ · ‖(
∫

(Tk−1,t]

d[N1, N1]τ )
1/2 +

∫
(Tk−1,t]

|dA1
τ |‖L2 < ε/6.

J3 ≤
∞∑
i=1

‖uTi
− uTi−1

− 1/2

∫
(Ti−1,Ti]

gτ−dZτ‖L2 < ε/6
∞∑
i=1

2−i = ε/6,

co wynika z faktu, że gτ− = gk
τ− na przedziale (Tk−1, Tk]. W ten sposób dostajemy,

że I1 ≤ ε/2.

Rozważmy teraz składnik I2.

Oznaczmy przez y := (ṽ− ṽ0−1/2
∫

(0,·] h̃τ−dZ̃τ ). Stosując dla H–czasu zatrzymania

Sl, l = 1, 2, . . . to samo rozumowanie, co w przypadku składnika I1, otrzymujemy

sup
0<t≤1

‖yt‖L2 = sup
0<t≤1

‖ṽt − ṽ0 − 1/2

∫
(0,t]

h̃τ−dZ̃τ‖L2 < ε/4. (3.3)

Ponadto

I2 = sup
0<t≤1

‖(vt − v0)− 1/2

∫
(0,t]

hd+Z‖L2

= sup
0<t≤1

‖ṽ1− − ṽ(1−t)− − 1/2

∫
[1−t,1)

h̃τ−dZ̃τ‖L2

≤ ‖ṽ1− − ṽ0 − 1/2 (

∫
(0,·]

h̃τ−dZ̃τ )1−‖L2 (3.4)

+ sup
0<t≤1

‖ṽ(1−t)− − ṽ0 − 1/2 (

∫
(0,·]

h̃τ−dZ̃τ )(1−t)−‖L2

= ‖y1−‖L2 + sup
0<t≤1

‖y(1−t)−‖L2 ≤ 2 sup
0<t≤1

‖y(1−t)−‖L2 .

Wybierzmy dowolne t ∈ (0, 1] oraz dowolny ciąg {tn}, tn ↑ t, n → ∞. Otrzy-
mamy wtedy, że yt−(ω) = limtn↑t ytn(ω), co oznacza, że ytn zbiega punktowo do yt−.

Ponieważ dla dowolnych tn, ytn jest całkowo ograniczone przez ε/4, więc korzys-

tając z Twierdzenia o Zmajoryzowanej Zbieżności, (Twierdzenie 1.15), dostajemy
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dla dowolnych t ∈ (0, 1]

‖yt−‖L2 = lim
tn↑t

‖ytn‖L2 < ε/4. (3.5)

Z uwagi na to, że y0− = y0, a także uwzględniając nierówności (3.4), (3.3) oraz

(3.5) otrzymamy

I2 ≤ 2 sup
0≤t≤1

‖y(1−t)−‖L2 = 2 sup
0≤s≤1

‖ys−‖L2 = 2 sup
0≤s≤1

lim
tn↑s

‖ytn‖L2 < ε/2.

Zatem

sup
0<t≤1

‖xt − x0 −
∫

(0,t]

(g, h) ◦ dZ‖L2 ≤ I1 + I2 < ε,

co kończy dowód twierdzenia.
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Rozdział 4

Własności zbioru rozwiązań

inkluzji stochastycznych

W rozdziale tym przedstawione zostaną pewne zastosowania uzyskanych wcześniej

wyników do teorii inkluzji stochastycznych.

W pierwszej części rozdziału pokażemy, jak twierdzenie o przechodzeniu z od-

ległością Hausdorffa pod znak całki stochastycznej, (Twierdzenie 2.11), można

wykorzystać do badania własności inkluzji stochastycznej typu Itô względem F–

semimartyngału. Pierwszy z przedstawionych wyników, (Twierdzenie 4.3), pokazuje

niepustość zbioru rozwiązań takiej inkluzji przy założeniu warunku Lipschitza

dla multifunkcji F oraz S2-całkowej ograniczoności dla procesu F (x). Pokazana

zostanie także ograniczoność zbioru rozwiązań tej inkluzji, (Twierdzenie 4.4).

Druga część rozdziału jest konsekwencją tez zawartych w rozdziale trzecim. Po-

kazany tu zostanie stochastyczny odpowiednik Lematu o Reprezentacji Całkowej,

znanego w teorii inkluzji deterministycznych, ([3] Lemat 2.1.1). Dla całki Aumanna

twierdzenie selekcyjne zostało po raz pierwszy udowodnione przez A. Fryszkowskie-

go w pracy [15]. M. Kisielewicz w pracy [22] badał tę własność dla wielowartoś-

ciowej całki typu Itô względem procesu Wienera i Poissona, natomiast J. Motyl

w pracy [30] uzyskał podobny wynik dla wielowartościowej całki stochastycznej

typu Itô względem semimartyngału. Twierdzenie 4.5 ma podobny charakter, ale
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dotyczy wielowartościowej całki stochastycznej typu Stratonowicza zdefiniowanej w

rozdziale trzecim. Jego dowód nawiązuje do idei zawartej w pracy [30], przy wyko-

rzystaniu definicji i własności zamieszczonych w rozdziałach drugim oraz trzecim.

W końcowej części rozdziału pokazano w jaki sposób otrzymany rezultat może

być pomocny w badaniu własności inkluzji stochastycznej typu Stratonowicza.

Niech I = [0, T ] będzie domkniętym przedziałem w R+. Niech dana będzie

zupełna przestrzeń probabilistyczna (Ω,F , F, P ). Niech Z ∈ H∞, Z0 = 0, nato-

miast F : I×Rn → clconv(Rn) będzie multifunkcją mierzalną względem σ–algebry

borelowskiej na I × Rn.

Symbolem L2(I × Ω; Rn) oznaczamy przestrzeń procesów stochastycznych o

wartościach w Rn, z normą ‖x‖L2(I×Ω;Rn) = (E
∫ T

0
|xt|2dt)1/2.

S2(I; L2) oznaczać będzie przestrzeń F–adaptowalnych procesów càdlàg o war-

tościach w przestrzeni L2. Przestrzeń tę będziemy rozważać wraz z normą ‖x‖S2 =

‖ supt∈I |xt|‖L2 .

Dla dowolnych x ∈ S2(I; L2) oraz multifunkcji F , symbolem F (x), oznaczamy

wielowartościowy proces F–przewidywalny (F (t, xt(ω)))t∈I .

Definicja 4.1 Niech x ∈ S2(I; L2). Wielowartościowy proces stochastyczny F (x)

jest S2-całkowo ograniczony, jeżeli istnieje taki rzeczywisty proces m ∈ S2(I; L2),

że dla dowolnych x ∈ S2(I; L2) oraz t ∈ I, H(F (t, xt), {0}) ≤ mt.

Niech x ∈ S2(I; L2) oraz Z ∈ H∞. Jeżeli proces F (x) jest S2-całkowo ograni-

czony, wówczas zbiór selektorów SS2(F (x)) jest niepusty w S2(I; L2). Wynika to z

Twierdzenia 2.1.

Dla dowolnych s, t ∈ I, s < t, wielowartościowa całka stochastyczna, (Definicja 2.3),∫ t

s
F (τ, xτ )dZτ jest zbiorem niepustym. Wynika to z niepustości zbioru selektorów

SS2(F (x)) i ciągłości odwzorowania JZ , (komentarz pod Definicją 2.4).

Definicja 4.2 Dla dowolnego jednowymiarowego F–semimartyngału Z z przes-

trzeni H∞, Z0 = 0, oraz s, t ∈ I, s < t, rozważamy następującą inkluzję stochas-

tyczną
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xt − xs ∈ clL2(
∫ t

s
F (τ, xτ )dZτ ) (SI)

z warunkiem początkowym x0 = ξ ∈ L2(Ω,F0, P ; Rn).

Proces x ∈ S2(I; L2) jest rozwiązaniem inkluzji (SI), jeżeli x0 = ξ oraz dla dowol-

nych s, t ∈ I, s < t, zmienna losowa xt − xs należy do zbioru

clL2(
∫ t

s
F (τ, xτ )dZτ ).

Zbiór wszystkich rozwiązań inkluzji (SI) oznaczamy jako

T (ξ) = {x ∈ S2(I; L2) : x jest rozwiązaniem (SI)}.

Multifunkcja F spełnia warunek Lipschitza, jeżeli istnieje taka stała D, że dla

dowolnych t ∈ I oraz x, y ∈ Rn zachodzi

H(F (t, x), F (t, y)) ≤ D|x− y|.

Twierdzenie 4.3 Niech Z będzie jednowymiarowym F–semimartyngałem z przes-

trzeni H∞, Z0 = 0, oraz x ∈ S2(I; L2). F : I × Rn → cl conv(Rn) niech będzie

multifunkcją spełniającą warunek Lipschitza, natomiast F (x) niech będzie procesem

S2-całkowo ograniczonym. Wtedy dla dowolnego ξ ∈ L2(Ω,F0, P ; Rn) zbiór T (ξ)

rozwiązań inkluzji (SI) jest zbiorem niepustym.

Dowód. W dowodzie wykorzystamy Twierdzenie Covitza-Nadlera, (Twierdzenie

1.7).

Dzielimy przedział I punktami pośrednimi 0 = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tk = T .

Niech ci
Z = (

∫ ti
ti−1

d[N, N ]τ )
1/2 +

∫ ti
ti−1

|dAτ |, dla i = 1, . . . , k, gdzie Z = N + A

jest rozkładem kanonicznym F–semimartyngału Z, rozpatrywanym na przestrzeni

[ti−1, ti]× Ω. Punkty ti dobieramy tak, aby

Dc2‖ci
Z‖L∞ < 1.

Skonstruujemy najpierw rozwiązanie inkluzji (SI) na przedziale [0, t1]. Dla do-

wolnych ξ ∈ L2(Ω,F0, P ; Rn) oraz x ∈ S2([0, t1]; L
2) określamy odwzorowanie Γ

wzorem

Γ(x) = {y : yt = ξ +

∫ t

0

fτ−dZτ , gdzie f ∈ SS2(F (x)), dla (t, ω) ∈ [0, t1]× Ω}.
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Pokażemy, że Γ : S2([0, t1]; L
2) → 2S2([0,t1];L2).

Niech x ∈ S2([0, t1]; L
2) będzie dowolne. Z S2-całkowej ograniczoności procesu

F (x), (Definicja 4.1), oraz Twierdzenia 2.1 wynika, że Γ(x) jest zbiorem niepustym.

Z definicji odwzorowania Γ, dowolny proces y ∈ Γ(x) można przedstawić w

postaci yt = ξ +
∫ t

0
fτ−dZτ , dla pewnych f ∈ SS2(F (x)) na [0, t1]× Ω.

Ponieważ x ∈ S2([0, t1]; L
2), a ξ = x0, więc ξ ∈ S2([0, t1]; L

2).

Z Twierdzenia 1.10 całka
∫

fτ−dZτ jest F–semimartyngałem, więc także F–adap-

towalnym procesem càdlàg. Dostajemy więc, że y, jako suma F–adaptowalnych

procesów càdlàg o wartościach w przestrzeni L2, jest również F–adaptowalnym

procesem càdlàg o wartościach w przestrzeni L2. Zatem y ∈ S2([0, t1]; L
2).

Pokażemy teraz, że ‖y‖S2 < ∞.

‖y‖S2 = ‖ξ +

∫
fτ−dZτ‖S2 ≤ ‖ξ‖S2 + ‖

∫
fτ−dZτ‖S2

Ponieważ ξ ∈ S2([0, t1]; L
2), więc ‖ξ‖S2 < ∞.

Rozpatrzmy drugi ze składników. Korzystając z Twierdzenia 1.16 oraz Nierówności

Emery’ego, (Twierdzenie 1.17), dostajemy

‖
∫

fτ−dZτ‖S2 ≤ c2‖
∫

fτ−dZτ‖H2
n
≤ c2‖f‖S2‖Z‖H∞ ≤ c2‖m‖S2‖Z‖H∞ < ∞.

Zauważmy, że ‖Z‖H∞ ≤ ‖c1
Z‖L∞ w przypadku, gdy Z = N + A jest rozkładem

kanonicznym F–semimartyngału Z, rozpatrywanym na przestrzeni [0, t1] × Ω. W

rezultacie otrzymaliśmy, że

‖y‖S2 ≤ ‖ξ‖S2 + c2‖c1
Z‖L∞‖m‖S2 < ∞. (4.1)

co oznacza, że Γ : S2([0, t1]; L
2) → 2S2([0,t1];L2).

Ponieważ zbiór Γ(x) nie musi być zbiorem domkniętym w sensie normy ‖ · ‖S2

w przestrzeni S2([0, t1]; L
2), nie są więc spełnione wszystkie założenia Twierdzenia

Covitza-Nadlera.

Rozważmy zbiór clS2(Γ(x)), będący domknięciem w sensie normy ‖ · ‖S2 zbioru

Γ(x) w przestrzeni S2([0, t1]; L
2). Zbiór ten jest niepustym, ograniczonym i domknię-

tym podzbiorem w przestrzeni S2([0, t1]; L
2).
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Pokażemy, że odwzorowanie x → clS2(Γ(x)) jest kontrakcją wielowartościową

w przestrzeni S2([0, t1]; L
2).

Niech u i v będą dowolnymi elementami przestrzeni S2([0, t1]; L
2). Chcemy

pokazać, że istnieje stała K ∈ [0, 1) taka, że zachodzi nierówność

HS2(clS2(Γ(u)), clS2(Γ(v))) ≤ K‖u− v‖S2 .

W tym celu dla dowolnego y ∈ clS2(Γ(u)) będziemy szacować distS2(y, clS2(Γ(v))).

Pokażemy, że dla dowolnego y ∈ clS2(Γ(u)) istnieje ȳ ∈ clS2(Γ(v)) taki, że

‖y − ȳ‖S2 ≤ K‖u− v‖S2 .

Niech y będzie dowolnym elementem zbioru clS2(Γ(u)). Dla dowolnego ε > 0

istnieje proces ỹ ∈ Γ(u) taki, że ‖y − ỹ‖S2 < ε. Z definicji zbioru Γ(u) proces ten

można przedstawić w postaci ỹt = ξ +
∫ t

0
fτ−dZτ dla pewnego f ∈ SS2(F (u)) na

[0, t1]× Ω.

Z Twierdzenia Filipowa, (Twierdzenie 1.6), wynika, że istnieje f̄ ∈ SS2(F (v))

takie, że

|f(t, ω)− f̄(t, ω)| ≤ dist(f(t, ω), F (t, v(t, ω))) + ε, (4.2)

dla dowolnego t ∈ [0, t1] i prawie wszystkich ω ∈ Ω.

Niech ȳt = ξ +
∫ t

0
f̄τ−dZτ dla t ∈ [0, t1]. Z definicji zbioru Γ(v) otrzymujemy, że

ȳ ∈ Γ(v).

Oszacujemy odległość między y a ȳ w przestrzeni S2([0, t1]; L
2).

Korzystając z zależności (4.1) dostajemy, że

J = ‖y − ȳ‖S2 ≤ ‖y − ỹ‖S2 + ‖ỹ − ȳ‖S2 ≤ ε + ‖
∫

(fτ− − f̄τ−)dZτ‖S2

≤ ε + c2‖c1
Z‖L∞‖f − f̄‖S2 = ε + c2‖c1

Z‖L∞‖ sup
t∈[0,t1]

|ft − f̄t|‖L2 .

Ponieważ dla dowolnego f ∈ F (u),

dist(f(t, ω), F (t, v(t, ω))) ≤ H(F (t, ut), F (t, vt)),

39



dla każdego t ∈ [0, t1] i prawie wszystkich ω ∈ Ω, więc z warunku (4.2) otrzymujemy

J ≤ ε + c2‖c1
Z‖L∞‖ sup

t∈[0,t1]

(H(F (t, ut), F (t, vt)) + ε)‖L2 .

Korzystając z warunku Lipschitza dla multifunkcji F dostajemy, że

J ≤ ε + c2‖c1
Z‖L∞‖ sup

t∈[0,t1]

(D|ut − vt|+ ε)‖L2

≤ ε + Dc2‖c1
Z‖L∞‖ sup

t∈[0,t1]

|ut − vt|‖L2 + c2‖c1
Z‖L∞ε

≤ Dc2‖c1
Z‖L∞‖u− v‖S2 + ε1,

gdzie ε1 = (c2‖c1
Z‖L∞ + 1)ε. Otrzymaliśmy więc, że istnieje stała K = Dc2‖c1

Z‖L∞ ,

która nie zależy od wyboru procesu y ze zbioru clS2(Γ(u)). Zatem

‖yt − ȳt‖S2 ≤ K‖u− v‖S2 + ε1.

Ponieważ ε > 0 był dowolny, więc odległość dowolnego elementu y ∈ clS2(Γ(u))

od zbioru clS2(Γ(v)) jest określona zależnością

distS2(y, clS2(Γ(v))) ≤ K‖u− v‖S2 .

W rezultacie dostajemy, że

HS2(clS2(Γ(u)), clS2(Γ(v))) ≤ K‖u− v‖S2 .

Otrzymana stała K = Dc2‖c1
Z‖L∞ jest liczbą nieujemną mniejszą od 1, co oz-

nacza, że odwzorowanie clS2(Γ) jest kontrakcją wielowartościową w przestrzeni

S2([0, t1]; L
2).

Z Twierdzenia Covitza-Nadlera wnioskujemy, że istnieje proces y ∈ S2([0, t1]; L
2)

taki, że y ∈ clS2(Γ(y)). Dla dowolnego ε > 0 można wybrać yε ∈ Γ(y) taki, że

‖y − yε‖S2 < ε.

Z definicji zbioru Γ(y) istnieje f ε ∈ SS2(F (y)) takie, że yε
t = ξ +

∫ t

0
f ε

τ−dZτ dla

dowolnego t ∈ [0, t1]. Mamy więc

‖ sup
t∈[0,t1]

|yt − (ξ +

∫ t

0

f ε
τ−dZτ )|‖L2 < ε.
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Stąd dla dowolnego t ∈ [0, t1] otrzymujemy

‖yt − (ξ +

∫ t

0

f ε
τ−dZτ )‖L2 < ε. (4.3)

Aby proces y był rozwiązaniem inkluzji (SI) na przedziale [0, t1] musimy pokazać,

że yt − ys ∈ clL2(
∫ t

s
F (τ, yτ )dZτ ), dla dowolnych s, t ∈ [0, t1], s < t.

Z zależności (4.3) dostaniemy, że dla dowolnych s, t ∈ [0, t1], s < t

‖yt − ys − (ξ +

∫ t

0

f ε
τ−dZτ − ξ −

∫ s

0

f ε
τ−dZτ )‖L2 = ‖yt − ys −

∫ t

s

f ε
τ−dZτ‖L2 < ε.

Wobec dowolności ε > 0 mamy

yt − ys ∈ clL2(

∫ t

s

F (τ, yτ )dZτ ), dla s, t ∈ [0, t1], s < t.

Niech i = 2. Zmieniając przedział [0, t1] na [t1, t2] oraz punkt początkowy

konstruowanego rozwiązania ξ na yt1 , w podobny sposób otrzymamy proces y ∈
S2([t1, t2]; L

2). Dla tego procesu przy dowolnym ε > 0 istnieje f ε ∈ SS2(F (y)) takie,

że dla dowolnego t ∈ [t1, t2], zachodzi zależność

‖yt − (yt1 +

∫ t

t1

f ε
τ−dZτ )‖L2 < ε.

Nierówność ta oznacza, że dla dowolnych s, t ∈ [t1, t2], s < t, y jest elementem

domknięcia w sensie normy L2 zbioru∫ t

s

F (τ, yτ )dZτ ,

czyli y jest rozwiązaniem inkluzji (SI) na przedziale [t1, t2].

Powtarzając konstrukcję dla i = 2, 3, . . . , k−1, i przyjmując punkt początkowy

równy yti , otrzymamy rozwiązania inkluzji (SI) na przedziałach [ti, ti+1].

Poszukiwanym rozwiązaniem inkluzji (SI), dla s, t ∈ I, s < t, będzie złożenie

rozwiązań na przedziałach [ti, ti+1], i = 0, 1, . . . , k − 1.

41



Twierdzenie 4.4 Niech Z będzie jednowymiarowym F–semimartyngałem z przes-

trzeni H∞, Z0 = 0 oraz x ∈ S2(I; L2). F : I × Rn → cl conv(Rn) niech będzie

multifunkcją spełniającą warunek Lipschitza, natomiast F (x) niech będzie procesem

S2-całkowo ograniczonym. Wtedy dla dowolnego ξ ∈ L2(Ω,F0, P ; Rn) zbiór T (ξ)

rozwiązań inkluzji (SI) jest zbiorem ograniczonym w przestrzeni L2(I × Ω; Rn).

Dowód. Dla dowolnych ξ ∈ L2(Ω,F0, P ; Rn), x ∈ T (ξ) oraz t ∈ I z warunku

xt ∈ ξ + clL2(

∫ t

0

F (τ, xτ )dZτ )

wynika, że dla dowolnego ε > 0 istnieje f t ∈ F (x) takie, że spełniona jest nierówność

‖xt − x̃t‖L2 < ε,

gdzie x̃ jest postaci x̃t = ξ +
∫ t

0
f t

τdZτ .

Zauważmy, że dla dowolnego x̃ z zależności (4.1) dostajemy, że

‖x̃‖S2 ≤ ‖ξ‖S2 + c2‖cZ‖L∞‖m‖S2 = K < ∞,

gdzie cZ = (
∫ T

0
d[N, N ]τ )

1/2+
∫ T

0
|dAτ |, dla i = 1, . . . , k oraz Z = N+A jest rozkła-

dem kanonicznym F–semimartyngału Z, rozpatrywanym na przestrzeni [0, T ]×Ω.

Ponieważ dla dowolnego t ∈ I

‖x̃t‖L2 ≤ ‖ sup
t∈I

|x̃t|‖L2 = ‖x̃‖S2 ,

więc w rezultacie otrzymujemy, że ‖x̃t‖L2 ≤ K < ∞.
Ostatecznie dostaniemy, że dla dowolnych ξ ∈ L2(Ω,F0, P ; Rn), x ∈ T (ξ) oraz

t ∈ I zachodzi zależność

‖xt‖L2 ≤ ‖xt − x̃t‖L2 + ‖x̃t‖L2 < ε + K < ∞.

Ponieważ

‖x‖L2(I×Ω;Rn) = (E

∫ T

0

|xt|2dt)1/2 = (

∫ T

0

‖xt‖2
L2dt)1/2 < T (ε + K) < ∞,

gdzie stałe T orazK nie zależą od wyboru rozwiązania x, więc zbiór T (ξ) rozwiązań

inkluzji (SI) jest ograniczony w przestrzeni L2(I × Ω; Rn).

42



Wdrugiej części rozdziału przedstawione zostanie twierdzenie selekcyjne będące

stochastycznym odpowiednikiem Lematu o Reprezentacji Całkowej, ([3] Lemat

2.1.1), dla wielowartościowej całki stochastycznej typu Stratonowicza. Twierdzenie

to stanowi pierwszy krok w kierunku badań własności zbioru rozwiązań inkluzji

stochastycznej typu Stratonowicza. W dowodzie tego twierdzenia wykorzystano

ideę z pracy [30] oraz definicje i własności z rozdziałów drugiego i trzeciego.

Niech I będzie, podobnie jak w rozdziale trzecim, przedziałem [0, 1].

W następnym twierdzeniu rozważać będziemy procesy, których definicje znaj-

dują się w rozdziałach drugim oraz trzecim.

Twierdzenie 4.5 Niech Z będzie (F, H)–odwracalnym semimartyngałem należą-

cym do przestrzeni H2, Z0 = 0, G niech będzie całkowo ograniczonym przez pro-

ces m (F, H)–odwracalnym procesem wielowartościowym, lewostronnie ciągłym w

punkcie t = 1, o wartościach w przestrzeni comp conv(Rn). Jeżeli dla całkowo

dekomponowalnego procesu RV–càdlàg x zachodzi zależność

xb − xa ∈
∫

(a,b]
G ◦ dZ,

dla dowolnych 0 ≤ a < b ≤ 1, to istnieje para procesów stochastycznych (g, h̃)

taka, że g ∈ clL2
Z
SZ(G−), h̃ ∈ clL2

Z̃
SZ̃(G̃−) i dla dowolnego 0 < t ≤ 1 spełniona jest

równość

xt = x0 + 1/2

∫
(0,t]

gτdZτ − 1/2

∫
[1−t,1)

h̃τdZ̃τ prawie na pewno.

Dowód. Ponieważ dla dowolnych 0 ≤ s < t ≤ 1, xt−xs ∈
∫

(s,t]
G◦dZ, więc istnieją

RV–càdlàg i (F, H)–odwracalne selektory gs,t ∈ G takie, że

xt − xs =

∫
(s,t]

gs,t ◦ dZ.

Z Lematu 3.5(ii) oraz całkowej dekomponowalności procesu x otrzymujemy, że

istnieją procesy RV–càdlàg u, v takie, że u0 ∈ F0, v1 ∈ H0, x = u + v oraz dla

dowolnych 0 ≤ s < t ≤ 1

ut − us = 1/2

∫
(s,t]

gs,td−Z

vt − vs = 1/2

∫
(s,t]

gs,td+Z.
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Korzystając z Lematu 3.7 oraz zależności (3.2) z dowodu Twierdzenia 3.19, dla

dowolnych 0 ≤ s < t ≤ 1

ut − us = 1/2

∫
(s,t]

gs,t
τ−dZτ ,

ṽt − ṽs = 1/2

∫
(s,t]

g̃1−s,1−t
τ− dZ̃τ .

Z definicji wielowartościowej całki stochastycznej typu Itô, (Definicja 2.3), dosta-

jemy gs,t
− ∈ SZ(G−), g̃1−s,1−t

− ∈ SZ̃(G̃−) oraz∫
(s,t]

gs,t
τ−dZτ ∈

∫
(s,t]

Gτ−dZτ ,∫
(s,t]

g̃1−s,1−t
τ− dZ̃τ ∈

∫
(s,t]

G̃τ−dZ̃τ .

Z założenia, że Z jest (F, H)–odwracalnym semimartyngałem z przestrzeni H2

wynika, że Z jest F–semimartyngałem z przestrzeni H2 oraz Z̃ jest H–semimar-

tyngałem z przestrzeni H2.

Z określenia procesów u i v wnioskujemy, że u jest F–adaptowalnym procesem RV–

càdlàg oraz u0 ∈ F0, natomiast ṽ jest H–adaptowalnym procesem RV–càdlàg oraz

ṽ0 = v1 ∈ H0.

Ponieważ G− jest F–adaptowalnym procesem RV–càglàd, jest więc F–przewidywal-

ny, podobnie G̃− jako H–adaptowalny proces RV–càglàd jest H–przewidywalnym

procesem.

Mamy więc spełnione wszystkie założenia Twierdzenia 1.9 dla procesów u i ṽ

określonych, odpowiednio, na przestrzeniach (Ω,F , F, P ) oraz (Ω,F , H, P ).

Korzystając z tezy tego twierdzenia istnieją procesy g, h̃ takie, że g ∈ clL2
Z
SZ(G−),

h̃ ∈ clL2
Z̃
SZ̃(G̃−) oraz dla dowolnych t ∈ (0, 1]

ut = u0 + 1/2

∫
(0,t]

gτdZτ prawie na pewno,

ṽt = ṽ0 + 1/2

∫
(0,t]

h̃τdZ̃τ prawie na pewno.

Obliczając granicę lewostronną z ṽt, mamy dla dowolnych t ∈ [0, 1]

ṽt− = ṽ0 + 1/2

∫
(0,t)

h̃τdZ̃τ prawie na pewno.
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Ponadto

vt = ṽ(1−t)− = ṽ0 + 1/2

∫
(0,1−t)

h̃τdZ̃τ prawie na pewno.

Ponieważ x = u + v, zatem dla dowolnych t ∈ (0, 1]

xt = ut + vt = ut + vt − v0 + v0 = ut + ṽ(1−t)− − ṽ1− + v0

= u0 + 1/2

∫
(0,t]

gτdZτ + ṽ0 + 1/2

∫
(0,1−t)

h̃τdZ̃τ − ṽ0 − 1/2

∫
(0,1)

h̃τdZ̃τ + v0

= u0 + v0 + 1/2

∫
(0,t]

gτdZτ − 1/2

∫
[1−t,1)

h̃τdZ̃τ ,

co należało pokazać.

Udowodnione twierdzenie pozwala uzyskać równoważność dwóch definicji roz-

wiązania inkluzji stochastycznej typu Stratonowicza. W przypadku równań sto-

chastycznych typu Stratonowicza takiego problemu nie ma, gdyż definiuje się roz-

wiązania w następujący sposób:

Proces x jest rozwiązaniem równania

xt = x0 +
∫ t

0
f(xτ ) ◦ dZτ , t ∈ I,

jeżeli dla dowolnych t ∈ I powyższa równość zachodzi prawie na pewno.

W przypadku wielowartościowym mamy dwie możliwości różnych definicji roz-

wiązania.

Niech G będzie multifunkcją i niech dana będzie inkluzja stochastyczna

xt ∈ x0 +
∫ t

0
G(xτ ) ◦ dZτ , t ∈ I. (SSI)

Definicja 4.6 Proces x jest rozwiązaniem inkluzji (SSI), jeżeli dla dowolnych

s, t ∈ I, s < t, zmienna losowa xt − xs jest elementem zbioru zmiennych losowych

określonych wielowartościową całką stochastyczną
∫ t

s
G(xτ ) ◦ dZτ , tzn.

xt − xs ∈
∫ t

s
G(xτ ) ◦ dZτ .

45



Definicja 4.7 Proces x jest rozwiązaniem inkluzji (SSI), jeżeli istnieje taki Z–

całkowalny w sensie Stratonowicza proces g, że dla dowolnego t ∈ I, gt ∈ G(xt)

oraz

xt = x0 +
∫ t

0
gτ ◦ dZτ .

Definicja 4.6 jest podobna do definicji rozwiązania przyjętej dla równania sto-

chastycznego. W badaniach inkluzji stochastycznych typu Itô używa się obu de-

finicji. Pierwsza z nich była stosowana przez M. Kisielewicza w [22], druga np.

przez T.N. Kraveca w [26], N.U. Ahmeda w [1], J. Motyla w [29]. E.P. Avgerinos i

N.S. Papageorgiou w pracy [6] badali inkluzję losową, której rozwiązania określono

przy pomocy kombinacji obu powyższych definicji. Definicja 4.6 jest wygodniejsza

w przypadku badań zbioru rozwiązań prowadzonych przy pomocy własności mul-

tifunkcji G zależnych od metryki Hausdorffa. Definicja 4.7 jest użyteczniejsza w

przypadku badań problemów bazujących na metodach selekcyjnych.

Z powyższych definicji wynika, że jeżeli x jest rozwiązaniem inkluzji (SSI) w

sensie Definicji 4.7, to jest także rozwiązaniem w sensie Definicji 4.6. W teorii deter-

ministycznych inkluzji różniczkowych implikacja odwrotna jest znana jako Lemat

o Reprezentacji Całkowej, ([3] Lemat 2.1.1), i jest konsekwencją własności selek-

cyjnych całek wielowartościowych. Dla całki Aumanna własność taką udowodnił A.

Fryszkowski w pracy [15]. M. Kisielewicz w pracy [23] rozpatrywał podobny prob-

lem dla wielowartościowej całki stochastycznej typu Itô względem procesu Wienera

i Poissona, natomiast J. Motyl w [30] wykazał taką własność dla wielowartościowej

całki stochastycznej typu Itô względem semimartygału.

Uzyskany w Twierdzeniu 4.5 rezultat pozwala na badanie własności inkluzji

stochastycznych typu Stratonowicza. Nie trzeba przy tym ograniczać się do jednej

metody badawczej, np. tylko metod selekcyjnych, czy też tylko technik związanych

z odległością Hausdorffa. Uzyskane twierdzenie pozwala na korzystanie z obu metod.
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